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  مقدمه-1

  
  داوطلب گرامي ضمن آرزوي پيروزي براي شما قبل از استفاده از جزوه مطالب زير را مطالعه بفرماييد:

  اين جزوه جهت تدريس سركلاسي و افزايش سرعت تدريس تهيه شده و بنابراين كامل نيست! برخي از مطالب توضيح داده
كتاب  :بهتر است از منابع مختلفي كه موجود است نيز استفاده كنندنشده و پاسخ برخي تستها ناقص است. داوطلبان كنكور 

 مقاومت مصالح جانستون مرجع:

كتاب مقاومت مصالح با نظارت علمي دكتر فنايي انتشارات  -2انتشارات گاج دكتر عرفاني مقاومت مصالح  -1تست: كتاب 
راهيان ارشد (اين كتاب درسنامه كمتري انتشارات  فناييمقاومت مصالح دكتر جامع كتاب  -3 سري عمران -سيماي دانش

 .دارد و براي كساني مناسب است كه نياز به تست هاي بيشتر و سنگين تر دارند)

  اين جزوه در فرصت هاي مناسب ويرايش و كامل تر خواهد شد (تاريخ ويرايش جزوه در قسمت فوقاني صفحات درج شده
 است). 

 استفاده از جزوه با ذكر منبع آن )www.hoseinzadeh.net.بلامانع است ( 

  مسلما جزوه خالي از اشتباه نيست. در صورتي كه به اشتباهي برخورديد، ممنون مي شوم كه از طريق سايت اطلاع دهيد تا در
 بعدي اصلاح شود.  شيويرا

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    حسين زاده    
10/2/1390  
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  كرنشو  تنش-2

ߪ     تنش= نيرو بر واحد سطح   ൌ



 

 
  تفاوت تنش با فشار چيست؟

 مثلا در شكل زير در مقطع پيچ  تواند مولفه مماس بر سطح نيز داشته باشد.تنش مي ----سطح عمود است فشار هميشه بر
  تنشهاي مماسي داريم.

 شود.در داخل جسم بررسي ميتنش معمولا  -----كندفشار بر سطح خارجي جسم اثر مي 

 (فقط مقدار دارد) جهت دارد) تنش بردار است (مقدار و -----فشار اسكالر است 
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  86سراسري 

 
 

 0.5P =وارد بر پيچ  "خارجي"حداكثر نيروي 

 0.3P =وارد بر مقطع پيچ  "داخلي"حداكثر نيروي برشي 

 

 
 
 

 د:محاسبه مي شو "داخلي"اس نيروهاي بر اس تنش 

  

߬
௫

ൌ
0.3ܲ

ܣ
 

  
  
 
 
 
  

  هستند كه بر پيچ وارد ميشوند. "خارجي"نيروي  ’Fو  Fدر شكل زير 
  است. "داخلي"نيروي  Pولي 

  محاسبه مي شوند. "داخلي"تنشها بر اساس نيروهاي 
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  تفاوت تنش محوري با تنش برشي چيست؟
  
 
  در شكل مقابل عضو تحت كشش محوري است.  

  داخل عضو هم كشش داريم و هم برشولي در صفحه مورب در 
  

  نتيجه: مقدار تنش بستگي به صفحه تنش دارد.
  با تغيير زاويه صفحه تنش مقادير تنشهاي برشي و محوري

  وارد بر آن صفحه نيز تغيير مي كند.
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 تنش را مي توان به صورت بردار نشان داد:

 

   
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       6

 كرنش چيست؟

 

ߝ ൌ
ߜ

ܮ
ൌ
ߜ2

ܮ2
 

 
 
 
 
  

  
  
  
  

ε   كرنش مهندسي:  ൌ
ିబ

బ
  

  

ε      كرنش واقعي: ൌ 
ୢ





బ
ൌ Ln



బ
	  

 
 
  

  قانون هوك:
σ ൌ  ߝܧ

 
    
  

                                   ߬ ൌ   ߛܩ
  

ܩ                                ൌ
ா

ଶሺଵାజሻ
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  92سراسري 

 

  
  :4گزينه 

∆ൌ
ܮܨ

ܣܧ
→ 						5݉݉ ൌ

30000ܰ ൈ 100݉݉

ܧ ൈ 300
→ ܧ					 ൌ 2000

ܰ

݉݉2
 

  
  دكتري -92سراسري 

 
  2گزينه 

 

߬ ൌ
ܲ/2

ܣ
ൌ

500ܰ

0.1 ൈ 0.1
ൌ 5 ൈ 104

ܰ

݉2
									

	

ߛ		 ൌ
߬

ܩ
ൌ

߬

൬
ܧ

2ሺ1  ሻݒ
൰
ൌ

5 ൈ 10ସ

൬
3 ൈ 10

3 ൰
ൌ 0.05	

	
∆_	ൌ ܮߛ ൌ 0.05 ൈ 2ܿ݉ ൌ 0.1ܿ݉	
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.ܵضريب اطمينان: .ܨ ൌ
تنش	تسليم
تنش	مجاز ൌ

ౕ

ౢౢߪ
                                                         

باشد (تسليم ماده  km/hr 200در جاده مي ماند. براي مثال اگر حداكثر سرعت ممكن براي اتومبيل  سرعت مجازبه مانند  تنش مجاز
σଢ଼ ( و سرعت مجازkm/hr 120 ) ߪ مادهمجاز  تنشباشد

ୟ୪୪
  مي باشد. 1.67در اين صورت ضريب اطمينان برابر . )

ߪتنش مجاز را با  
୵

 )work stress ( .نيز نشان مي دهند  
  87سراسري 

 

 
ହاگر بار وارد شده 

ଷ
ൈ

ଵ

.ଽ
ܲ ൌ

ହ

ଶ.
ହباشد تنش در ميله مياني به  

ଷ
σ
୵

  مي رسد و ميله مياني به تسليم مي رسد. 
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  بارگذاري محوري-3

  مشخص باشدحركت اجسام صلب در صورتي كه نوع تغيير شكل 
  مكان بخواهند چه بايد كرد؟ يك قطعه صلب توسط چند ميله (يا فنر) نگه داشته شده باشد، و تغييراگر 

ܭسختي محوري ( -1 ൌ
ா


 ) ميله هاي متصل شونده را محاسبه مي كنيم.

 فرض كرده و با توجه به اطلاعات مسئله تغيير مكان باقي نقاط را بر حسب  تغيير مكان نقطه اي دلخواه از ميله صلب را  -2
 محاسبه مي كنيم.

 محاسبه مي كنيم. F=Kنيروي هر ميله را بر اساس رابطه  -3

 نمودار آزاد ميله صلب را رسم كرده و با استفاده از روابط تعادل مجهولات مسئله را بدست مي آوريم. -4

 
  90آزاد 

 
  3گزينه 

  :1گام 
 بگيريد): Kرا برابر  EA/Lسختي ميله ها را كنارشان بنويسيد (

 
 
 
 

  :2گام 
  فرض كنيد. ∆) را Pتغيير مكان يك نقطه دلخواه (مثلا محل اثر بار 

  بنويسيد: ∆تغيير مكان بقيه نقاط را بر حسب 
 
 
 
  

  :3گام 
  نيروي فنرها را بدست آوريد و به ميله صلب اعمال كنيد:

 
 
 
 
 
 

  :4گام 
  حول تكيه گاه (محل اتصال ميله صلب قائم) لنگر بگيريد:

ܯ ൌ 0						→ 				ܲሺ2ܽሻ െ ሺ2ܽሻ∆ܭ0.5 െ ሺܽሻ∆ܭ ൌ 0									 → 					 ∆ൌ
ܲ

ܭ
ൌ

ܲ

ቀ
ܣܧ
ܮ
ቁ
ൌ
ܮܲ

ܣܧ
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  90آزاد 
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  دكتري -91سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  89سراسري 

    
  
  

ܯ ൌ 0					 → ∆ܭ		 ൈ 4  ∆ܭ1.5 ൈ 6 െ 12ܲ ൌ 0 

→ ൌ∆ܭ		
12

13
ܲ																																									 

 
  نيروي ميله سمت راستي بيشتر است و برابر است با:

→ ميله	سمت	راستܨ ൌ ൌ∆ܭ1.5
18

13
ܲ																																									 

36تنش مجاز ميله برابر 
୩

ୡ୫మ و مساحت مقطع آن برابرcmଶ 20 .مي باشد 

مجازܨابرنيروي مجاز ميله بر بنابراين ൌ 20 ൈ 36 ൌ   مي باشد:  ݃݇	720
18

13
ܲ ൏ 720				 → 		ܲ ൏ 520	݇݃ 
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  92آزاد 

 
  :2گزينه 

 
  

وسطܯ	ميله	حول ൌ 0		 → ଵ∆ܭ ൈ ݈ െ 2ܲ ൈ ݈ െ ଶ∆ܭ3 ൈ 2݈  ܲ ൈ 2݈ ൌ 0					 → 					 ∆ଵൌ 6∆ଶ			 

  
  
  

              86سراسري 

  
  هم سازه و هم بارگذاري متقارن است. بنابراين دلتا ها يكسان است.
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  86سراسري 

  

  
         88سراسري 

  

  
  

         85سراسري 
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  88سراسري 

  
  
  
  
  
  

  91سراسري 
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                  85تمرين سراسري 

  
 تغيير مكان  Cو  Bاز آنجا كه گفته تير به صورت افقي باقي مي ماند، تغيير طول هر دو ميله با هم برابر خواهد بود (هر دو نقطه 

 خواهند داشت.

 مي باشد. K=EA/Lسختي محوري ميله ها برابر  -1

Fبرابر  ACنيروي ميله  -2 ൌ K ൌ ଵ

ଵ.ହ
Fبرابر  BDو نيروي ميله   ൌ K ൌ 500  :خواهد بود  

  
  حال معادلات تعادل را مي نويسيم:

  
 86سراسري تمرين 
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  84تمرين سراسري 

  

  
  
  

  85سراسري تمرين 
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 86سراسري تمرين 

  

  
  
  
  

       87سراسري تمرين 

  
 صحيح است. 4گزينه 

࢟ࡲ∑ ൌ  → .ሺࡷ ∆  . ∆ሻ ൌ ࡽ

ࡹ∑ ൌ  → ࡸ∆ࡷ  ࡽ
ࡸ


ൌ ࡸ∆ࡷ

ൡ

: دو	معادله	دو	مجهولي	بالا	را	حل	مي	كنيم

→ ቐ
∆  ∆ൌ

ૡࡽ

ࡷ

∆ െ ∆ൌ
ࡽ

ࡷ

→ ቐ
∆ൌ

ૠࡽ

ࡷ

∆ൌ
ࡽ

ࡷ

→ ൜
ࡺ ൌ ൌ∆ࡷ ૠࡽ
ࡺ ൌ ൌ∆ࡷ ࡽ
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  خطاي ساخت-3-1

  مثال

                 
  نحوه حل مسائل با خطاي ساخت:

ܯ∑ ൌ 0

→ ൌ∆ܭ 2Kሺ∆ െ 2∆ሻ → ∆ൌ
ଶ∆బ

ହ

Fେୈ ൌ Kሺ∆ െ 2∆ሻ ൌ
∆బ

ହ

→ Fେୈ ൌ
∆బ

ହ
	

 

  
  
  
  

  91آزاد 

 

 
௬ܨ∑بنابراين تنها دو مجهول داريم. حال با استفاده از دو معادله تعادل ( ൌ 0	, ܯ∑ ൌ   :را بدست مي آوريم 3، و 1) مقادير 0

ܨ௬ ൌ 0 →
ܭ

2
ൈ ሺ∆ െ ∆ଵሻ െ ܭ ൈ ቆ

∆ଵ  ∆ଷ
2

ቇ െ ܭ ൈ ∆ଷൌ 0													 → 							െ∆ଵ െ
3

2
∆ଷ 

1

2
∆ൌ 0 

ܯ ൌ 0 → 
ܭ

2
ൈ ሺ∆ െ ∆ଵሻ൨ ൈ ܽ  ሾܭ ൈ ∆ଷሿ ൈ ܽ ൌ 0																										 → 							െ

1

2
∆ଵ  ∆ଷ 

1

2
∆ൌ 0 

 

→ ∆ଵൌ
5

7
∆→ ଵܨ ൌ 

ܣܧ

ܮ2
ൈ ሺ∆ െ ∆ଵሻ൨ ൌ

ܣܧ

ܮ7
∆ 
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  89سراسري 

  

 
 
 
  
 

  93سراسري 
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  دكتري-92سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دكتري -93سراسري 
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  94دكتري 

  
  1گزينه 

ميله وسط نيرويي احساس نخواهد كرد. چون قبل از رسيدن صفحه صلب به ميله وسط، ميله هاي كناري از حد تنش مجاز رد خواهند شد و مجاز 
  به ادامه بارگذاري نخواهيم بود.

  در مرحله اول نيرو بين دو ميله كناري به صورت مساوي تقسيم مي شود. 
  برابر است با: ميله نيروي مجازحداكثر 

ܨ ൌ  ܣߪ
  برابر است با:  مجاز ميله ઼ بنابراين 

ߜ ൌ
ܮܨ

ܣܧ
ൌ
ܮߪ

ܧ
 

در شكل بيش از حد مجاز است و بنابراين كل نيرو را دو ميله به تنهايي تحمل خواهند كرد. با توجه به اينكه نيروي مجاز هر ميله برابر    δمقدار 
ܨ ൌ   خواهد بود.  ܣߪ2مي باشد، مقاومت كل سيستم برابر  ܣߪ

  
  

  96دكتري 

 
  1گزينه 

ܯ ൌ 0						 → 						 ሺܭଵܽߠሻ ൈ ܽ  ሺܭଶܾߠሻ ൈ ܾ െ ܲሺܽ  ܾሻ ൌ 0						 → 				ܲ ൌ
ଵܽܭሺߠ

ଶ  ݇ଶܾ
ଶሻ

ሺܽ  ܾሻ
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  مايل محوري ميله هايتغييرشكل -3-2

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        مثال
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 مثال

 

 
 

ܯ ൌ 0						ܲ ൈ ܮ ൌ ܨ ൈ
ܮ

2
								→				 	ܲ ൈ ܮ ൌ

ܣܧ3

ܮ4
ൈ
∆

2
ൈ
ܮ

2
							→ 						 ∆ൌ

ܮ16ܲ

ܣܧ3
 

  
  92آزاد 

 
  با توجه به تقارن، حركت ميله صلب افقي خواهد بود و بار به نسبت سختي بين تمامي اعضا تقسيم مي شود: 2گزينه 

  

فنرܨ ൌ

ܣܧ
4݈

ܣܧ
4݈


ܣܧ
4݈


ܣܧ3
4݈


ܣܧ3
4݈

ൈ ൬2ݓ ൈ
݈

2
൰ ൌ

݈ݓ

8
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  86سراسري 

  
  3گزينه 

 
 
 

  دكتري -91سراسري 

 
  1گزينه 
 .هر دو ميله كشيده مي شوند 

 
 :سختي ميله ها  

ைܭبرابر  BOسختي ميله  ൌ
ா


ൌ ைܭبرابر  OCمي باشد. سختي ميله  ܭ ൌ

ா

ቀ
ಽ

ೞయబ
ቁ
ൌ 30	ݏܥ

ா


ൌ

√ଷ

ଶ

ா


ൌ

√ଷ

ଶ
  مي باشد.  ܭ

  
 :تغيير طول ميله ها 

 خواهد بود. Cos30∆برابر  OCو افزايش طول ميله  ∆برابر  OBبه سمت پايين حركت كند، افزايش طول ميله   ∆به اندازه  Oاگر نقطه 
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  39سراسري 

  
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  

 92سراسري 

  
  : 4گزينه

  به نسبت سختي بين ميله ها تقسيم مي شود: Pبار  
ܭ ൌ ܭ ൌ

ଵܣܧ
ܮ

ܵ݅݊ఏ
ଶ

ܭ ൌ
ଶܣܧ
ܮ

ൢ → ܲ ൌ

ଶܣܧ
ܮ

2 ൈ
ଵܣܧ
ܮ

ܵ݅݊ఏ
ଶ 

ଶܣܧ
ܮ

ܲ ൌ

ଶܣ
ଵܣ

2 ൈ ܵ݅݊ఏ
ଶ 

ଶܣ
ଵܣ

ܲ 
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  94دكتري 

  
تنها حركت قائم خواهد داشت. بنابراين  Bيكي از ميله ها در فشار خواهد بود و ديگري در كشش خواهد بود. با توجه به تقارن و نقطه 

  مي توان ميله هاي مايل را بافنر معادل سازي كرد:

ܭ ൌ
ܣܧ

ܮ
ൈ ߙଶݏܥ ൌ

ܣܧ

ܮ5
8

ൈ ൬
4

5
൰
ଶ

ൌ
128

125

ܣܧ

ܮ
 

∆ൌ
ܲ

ܭ2
ൌ

ܲ

ቀ
ܣܧ256
ܮ125

ቁ
ൌ
ܮ125ܲ

ܣܧ256
ൌ 0.488

ܮܲ

ܣܧ
 

 
 

 .نكته: اين مساله به راحتي با روش كار مجازي نيز قابل حل است 

 
  مثال
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  88سراسري 

  

  
  
  
  
 
 
 
 
 
 

  89آزاد

 
  نيروي ميله ها را محاسبه كرده و سپس برابر هم قرار مي دهيم: 
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 87راسري س

 
  : 1گزينه 

  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  88سراسري 

  
  به ظاهر نيروي وارده در راستاي قائم است ولي از كجا مي توان مطمئن شد كه تغييرمكان افقي صفر است يا نه؟

  
  تغييرمكان قائم چقدر است؟
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  93آزاد 

  
  
  
  
  
  
  

  
نيروي محوري (فشاري) عضو  آن كاهش مي يابد). از طرفي با كاهش  "اوليه"كاهش مي يابد (و حجم  ABطول ميله  با كاهش مقدار 

AB  افزايش يافته و كاهش حجم آن در اثر بارP  4بيشتر خواهد بود. بنابراين كمترين زاويه پاسخ مي باشد (گزينه .(  
به  ABبه زاويه صفر، نيروي فشاري ميله  صفر مي باشد كه در اين حالت سازه ناپايدار مي شود. با نزديك شدن  كمترين زاويه براي 

نمي  ABراي ظرفيت فشاري محدودي مي باشند، ميله بينهايت ميل كرده و كمترين حجم را خواهد داشت. با توجه به اينكه مقاطع دا
σتواند نيروي بينهايت تحمل كند. بنابراين اگر فرض كنيم تنش مجاز ميله برابر 


 ABمي باشد، با توجه به اينكه نيروي وارد بر ميله  

  مي باشد، مساحت مقطع لازم براي ميله مايل بر اساس بار وارده بدست مي آيد: ߠ݊݅ܵ/ܲبرابر 
ቀ
ܲ

sin ߠ
ቁ

ܣ
ൌ ߪ	


→ ܣ ൌ

ܲ

ߪ

݊݅ݏ ߠ

 

  بنابراين حجم ميله برابر خواهد بود با: و
ܸ ൌ ܣ ൈ ܮ ൌ

ܲ

ߪ

݊݅ݏ ߠ

ൈ
ܮ

cos ߠ
ൌ

ܮܲ

ߪ

݊݅ݏ ߠ ݏܿ ߠ

ൌ
ܮ2ܲ

ߪ

݊݅ݏ ߠ2

 

هش حجم ميله در اثر نيروي فشاري وارد بر آن صرف نظر شده است. در اين حالت براي حداقل شدن حجم ميله بايد در رابطه فوق از كا
θ ൌ

ߨ

4
  ).2باشد (گزينه  
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  بارگذاري محوري متغير در طول عضو -3-3

  

∆ൌ
ܲሺ∆ݔሻ

ܣܧ
ൌ න

ܲ

ܣܧ
ݔ݀





 

  
  
  
 
 

  ثابت نيست:در طول عضو نحوه محاسبه تغيير طول وقتي مشخصات مقطع يا بارگذاري 
  
  
 
 

  87 سراسري

  

 
  89سراسري 

 

المانܲ ൌ ߛ
ݔܣ

3
	

المانߜ ൌ
ݔ݀المانܲ

ܣܧ ۙ
ۘ

ۗ
∆ൌ න

ݔ݀ܲ

ܣܧ
ൌ න

ߛ
ݔܣ
3
ݔ݀

ܣܧ
				 

∆ൌ න
ݔߛ

ܧ3
ݔ݀ ൌ

ଶ݄ߛ

ܧ6
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  89 آزاد

 
 

المانܲ ൌ ݍ
ଶݔ

2݈
	

المانߜ ൌ
ݔ݀المانܲ

ܣܧ ۙ
ۘ

ۗ

∆ൌ න
ݔ݀ܲ

ܣܧ
ൌ න

ݍ
ଶݔ

2݈
ݔ݀

ܣܧ
	ൌ

݈ݍ
ଶ

ܣܧ6
			 

  
  
  
  
  
  

  دكتري -92سراسري 

  
  
  

  93تمرين: آزاد 
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  93تمرين: آزاد 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  89آزاد

 
  است: lبرابر  xرا بيابيم. از آنجا كه تغييرمكان انتهاي ميله را داده است، در انتهاي ميله  kبايد ضريب  ابتدا

݈݇ଷ ൌ ∆→→ ݇ ൌ
∆
݈ଷ

 

  بود: دله تغييرمكان به صورت زير خواهدابنابراين مع

∆ൌ
∆
݈ଷ
 ଷݔ

  حال مي توان معادله كرنش را بدست آورد:

∆ൌ නߝ ݔ݀ →→ ߝ ൌ
݀∆

ݔ݀
ൌ 3

∆
݈ଷ
 ଶݔ
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  86 آزاد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

          84آزاد 
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  تغيير شكل محوري سازه هاي نامعين-4

  سازگاري تغييرشكل:
  
  
  
  
  

  92آزاد 

 
 
 
 
 
  
  

 87سراسري 
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  91سراسري 

  
 
 
 
 

  است. Wوسط ميله چقدر است؟ وزن كل ميله برابر  Bتغييرمكان نقطه  :مثال

  
  :3گزينه 
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  85آزاد 

 

  
  
  

  87سراسري تمرين: 

  
  

∆ൌ
ୖభ




ୖభሺଶሻ

ଶ


ሺୖభି୕ሻଷ

ଷ
ൌ 0

→ Rଵ ൌ
୕

ଷ

→ Rଶ ൌ Q െ Rଵ ൌ
ଶ୕

ଷ

ቑRଶ ൌ 2Rଵ 

  
 

  93تمرين: آزاد 
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  ضريب پواسون-5

  

  
0محدوده ضريب پواسون:     ݒ 
ଵ

ଶ
 

  مي باشد. 0.5برابر  vبراي مواد تراكم ناپذير 
 اگر عضوي تحت اثر تنشهاي چند جهته باشد:

   
ߝ
௫
ൌ

ોܠ

۳
െ ݒ

ఙ

ா
െ ݒ

ఙ

ா

ߝ
௬
ൌ െݒ

ఙೣ

ா


ોܡ

۳
െ ݒ

ఙ

ா

ߝ
௭
ൌ െݒ

ఙೣ

ா
െ ݒ

ఙ

ா


ોܢ

۳

 

ߛ
௫௬
ൌ
߬௫௬
ܩ

ߛ
௬௭
ൌ
߬௬௭
ܩ

ߛ
௫௭
ൌ
߬௫௭
ܩ

 

  :داشته باشيم) ௫ߪدر بارگذاري تك محوري (اگر فقط 
ߝ
௫
ൌ
௫ߪ
ܧ

 
ߝ
௬
ൌ ߝ

௭
ൌ െݒ

௫ߪ
ܧ

 

ݒ ൌ อ
ߝ
௬

ߝ
௫

อ 

  
  
  

                        مثال

  
ߝ
௫
ൌ
0.03

20
ൌ 0.0015

ߝ
௬
ൌ െ

0.0018

4
ൌ െ0.00045

ൢ
ఌୀି௩ఌೣ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 									0.00045 ൌ ݒ ൈ 0.0015								 → ݒ				 ൌ 	0.3 
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  دكتري -92سراسري 

  
  
  

  79سراسري  :تمرين

  

  
  
 

  93تمرين: آزاد 
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ߝكرنش سطحي: 

ൌ ߝ

௫
 ߝ

௬
  

  
  

  94سراسري 

  
  ي در آن بايد برابر صفر باشد:حتغيير نكرده است، بنابراين كرنش سط abز آنجا كه سطح ا

ε

ൌ ௫ߝ  ௬ߝ ൌ

ሺ1 െ ௫ߪሻ൫ݒ  ௬൯ߪ

ܧ
ൌ 0 →					 ௫ߪ  ௬ߪ ൌ 0	 

  
  
 
 

  تمرين:

 
 

ܣ∆ ൌ ൫ݔߝ  0ܣ൯ݕߝ ൌ ቀ
ݔߪ െ ݕߪݒ

ܧ

ݕߪ െ ݔߪݒ

ܧ
ቁ 0ܣ ൌ ൫ݔߪ  ൯ݕߪ ൬

1 െ ݒ

ܧ
൰0ܣ 

  
  

  81سراسري تمرين: 

  

 
 
 



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       40

                   مثال

 

ܣ∆ ൌ ൫ߝ௫  ܣ௬൯ߝ ൌ ൬െݒ
ܲ

ܣܧ
െ ݒ

ܲ

ܣܧ
൰ܣ ൌ െ

ܲݒ2

ܧ
 

  
  منظور از تنش مسطح و كرنش مسطح چيست؟

 
 
 
 
  

                 مثال

 
σدر حالت تنش مسطح 

௭
ൌ  مي باشد.  0

  برابر خواهد بود با: ௭ߝبنابراين مقدار كرنش 
௭ߝ ൌ 0 െ ݒ

௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௬ߪ
ܧ
ൌ െ

ݒ

ܧ
൫ߪ௫   ௬൯ߪ

  
௫ߝتمامي گزينه ها بر حسب     مي باشد.  ௬ߝ

௫ߝبنابراين مقدار    را محاسبه مي كنيم: ௬ߝ
௫ߝ ൌ

௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௬ߪ
ܧ

௬ߝ ൌ
௬ߪ
ܧ
െ ݒ

௫ߪ
ܧ

௫ߝ						ൢ  ௬ߝ ൌ
௫ሺ1ߪ െ ሻݒ  ௬ሺ1ߪ െ ሻݒ

ܧ
ൌ ൫ߪ௫  ௬൯ߪ

ሺ1 െ ሻݒ

ܧ
 

 
  با مقايسه دو رابطه فوق داريم:

௭ߪ ൌ െ
ݒ

ሺ1 െ ሻݒ
൫ߝ௫   ௬൯ߝ

 
 
  

 مثال:

 
σدر حالت تنش مسطح 

௭
ൌ  مي باشد.  0

௭ߝ ൌ 0 െ ݒ
௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௬ߪ
ܧ
						

				ఌୀ							
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ			െݒ

௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௬ߪ
ܧ
ൌ 0											 → 					 ௫ߪ ൌ െߪ௬ 
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  90سراسري 

 

  صفر است، كرنش نيز در اين راستاها صفر خواهد بود: yو  xتغيير شكل در راستاي اينكه با توجه به  
ߝ
௫
ൌ ቀ

െߪ

ܧ
ቁ െ ݒ ቀ

െߪ

ܧ
ቁ െ ݒ ൬

െܲ

ܧ
൰ ൌ 0		 → ߪ		 ൌ

ܲݒ

1 െ ݒ
 

ߝ
௭
ൌ ൬

െܲ

ܧ
൰ െ ݒ ቀ

െߪ

ܧ
ቁ െ ݒ ቀ

െߪ

ܧ
ቁ ൌ െ

ܲ

ܧ
ቆ
1 െ ݒ െ ଶݒ2

1 െ ݒ
ቇ

∆௭ൌ ߝ
௭
ܽ ൌ െ

ܲܽ

ܧ
ቆ
1 െ ݒ െ ଶݒ2

1 െ ݒ
ቇ

 

  
  86سراسري تمرين: 

  
  :3گزينه 

  
  

  كرنش حجمي، ضريب انبساط حجمي:
ߝ   


ൌ ߝ

௫
 ߝ

௬
 ߝ

௭
ൌ

ଵିଶ௩

ா
ቀߪ

௫
 ߪ

௬
 ߪ

௭
ቁ 

  اصلي وارد شده وابسته است.نكته: تغيير حجم نسبي المان به مجموع تنش هاي 
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           مثال

  

  
  
  
 

  91سراسري 
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  دكتري -93سراسري 

  
  
  
  
  
 

 88آزاد 

  
  
  
  

         88 سراسري
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  93سراسري 

  
  
  
  
  

  91آزاد تمرين: 

  
  3گزينه 

  درصد تغيير حجم المان (كرنش حجمي) برابر است با:
∆ܸ

ܸ
ൌ ߝ


ൌ ߝ

௫
 ߝ

௬
 ߝ

௭
ൌ
1 െ ݒ2

ܧ
ቀߪ

௫
 ߪ

௬
 ߪ

௭
ቁ 

→ 0.005 ൌ
1 െ 0.4

6 ൈ 10ସ
ሺ6ߪ  ߪ െ ሻߪ2 → ߪ ൌ  ܽܲܯ100
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 نحوه تعيين تغيير قطر:

 

    ܿଶ ൌ ܽଶ  ܾଶ
					مشتق					
ሱۛ ۛۛ ሮۛ 	ܿ. ݀ܿ ൌ ܽ. ݀ܽ  ܾ. ܾ݀ → ݀ܿ ൌ

.ௗା.ௗ


ൌ

.ௗା.ௗ

√మାమ
 

  
 

  81سراسري 

 
ܿ ൈ ܿᇱ ൌ ܽ ൈ ܽᇱ  ܾ ൈ ܾᇱ 
5√2 ൈ ܿᇱ ൌ 5 ൈ ܽᇱ  5 ൈ ܾᇱ 

 
  را داشته باشيم، مقدار تغييرقطر بدست مي آيد: ᇱܾو  ᇱܽپس اگر 

ܾᇱ ൌ 5 ൈ ௬ߝ ൌ 5 ൈ ൬െ0.3 ൈ
2000

2 ൈ 10
൰ ൌ െ1.5 ൈ 10ିଷ 

ܽᇱ ൌ 5 ൈ ௫ߝ ൌ 5 ൈ ൬
2000

2 ൈ 10
൰ ൌ 5 ൈ 10ିଷ 

ܿᇱ ൌ
√2

2
ሺܽᇱ  ܾᇱሻ ൌ 2.47 ൈ 10ିଷ 

  
  

  83سراسري تمرين: 

 
10√2 ൈ ൌقطر∆ 10 ൈ ∆௫  10 ൈ ∆௬ 

 
  را داشته باشيم، مقدار تغييرقطر بدست مي آيد: ௫∆و  ௬∆پس اگر 

∆௫ൌ 10 ൈ ௫ߝ ൌ 10 ൈ ൬
200

2 ൈ 10
െ 0.3 ൈ

െ100

2 ൈ 10
൰ ൌ 11.5 ൈ 10ିସ 

∆௬ൌ 10 ൈ ௬ߝ ൌ 10 ൈ ൬
െ100

2 ൈ 10
െ 0.3 ൈ

200

2 ൈ 10
൰ ൌ െ8 ൈ 10ିସ 

ൌقطر∆
√2

2
൫∆௫  ∆௬൯ ൌ 2.47 ൈ 10ିସ 

 
 
 
  
  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       46

  مثال

 
  
  

  87آزاد 

  
ܽ√3 ൈ ൌقطر∆ ܽ ൈ ∆௫  ܽ ൈ ∆௬  ܽ ൈ ∆௭ൌ ܽ ൈ ൫∆௫  ∆௬  ∆௭൯ 

ൌقطر∆
√3

3
ൈ ൫∆௫  ∆௬  ∆௭൯ 

 

∆௫  ∆௬  ∆௭ൌ ൫ߝ௫  ௬ߝ  ௭൯ܽߝ ൌ
ሺ1 െ ௫ߪሻ൫ݒ2  ௬ߪ  ௭൯ߪ

ܧ
ܽ 

 

ൌقطر∆
√3ܽሺ1 െ ௫ߪሻ൫ݒ2  ௬ߪ  ௭൯ߪ

ܧ3
 

  94دكتري 

 
  2گزينه 

∆ൌ ܦሺߨ  1ሻ െ ܦߨ ൌ 			ߨ1 → ߝ				 ൌ
∆

ܮ
ൌ
ߨ1

ܦߨ
ൌ 0.0005				 

→ ܨ			 ൌ ܣߪ ൌ ܣܧߝ ൌ 0.0005 ൈ 200 ൈ 10ଽ ൈ 50 ൈ 10ି ൌ 5	݇ܰ 
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  حرارت-6

ߝ ൌ .ߙ ∆ܶ → ܮ∆ ൌ .ߙ ∆ܶ.  ܮ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  80سراسري 

  
 
 
 
 
 
  
 
 
  

  82سراسري 

 
  : 1 گزينه
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  38سراسري 

  
  صحيح است. 1از آنجا كه به كل سازه حرارت اعمال مي شود و جنس هم يكي است، گزينه 

  
  
  
  
  
  84سراسري  
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 92آزاد 

 
  خواهد بود. 3α݈ܶبرابر  A: با توجه به شكل زير، تغييرمكان  گره 2گزينه 

 
 

  91آزاد 

 
 

  صحيح است. 1گزينه 
  :محاسبه كردنمايش دهيم، مي توان نيروهاي وارد بر ميله صلب را  در صورتي كه تغيير مكان ميله صلب را مطابق شكل بر حسب 

 
  را محاسبه كرد: مي توان مقدار  Aحال با لنگر گيري حول نقطه 

ܯ ൌ 0 → Fଶ ൈ ሺ2Lሻ െ Fଵ ൈ ሺLሻ ൌ 0 

→ ሺα∆ܶܮ െ 2∆ሻ ൈ ሺ2Lሻ െ ሺ∆ሻ ൈ ሺLሻ ൌ 0 
→ ∆ൌ

2α∆ܶܮ

5
 

  برابر است با: F2و بنابراين مقدار 
ଶܨ ൌ

ܣܧ

ܮ
ሺα∆ܶܮ െ 2∆ሻ ൌ

ܣܧ

ܮ
൬α∆ܶܮ െ

4α∆ܶܮ

5
൰ ൌ

α∆ܶܣܧ

5
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  94سراسري 

  
  تغيير شعاع ميله برابر است با:

∆ܴ ൌ ோߝ ൈ ܴ 

غييرشكل  تبراي بدست آوردن كرنش در راستاي شعاع لازم است تنش طولي ميله بدست آيد. براي بدست آوردن تنش طولي بايد سازگاري 
  در انتهاي (تكيه گاه) ميله را بررسي كنيم. با توجه به اينكه كرنش در راستاي طولي صفر است (ميله دوسرگيردار)، داريم:

  
ߝ ൌ ܶ∆ߙ െ

ߪ
ܧ
ൌ 0 →

ߪ
ܧ
ൌ െߙ∆ܶ 

  مقدار كرنش شعاعي برابر است با:
ߝ ൌ ܶ∆ߙ െ ݒ

ߪ
ܧ
ൌ ሺ1   ܶ∆ߙሻݒ

 

∆ܴ ൌ ோߝ ൈ ܴ ൌ ሺ1  ܴܶ∆ߙሻݒ ൌ
ܧ

ܩ2
 ܴܶ∆ߙ

  
  
  

  96دكتري 

 
  4گزينه 

  را بدست آورد. Rبا توجه به شكل زير مي توان مقدار 

  
  ولي با توجه به اينكه نسبت تنشها را خواسته نيازي به محاسبهR نيست: 

ଵߪ ൌ
ܴ

ଵܣ

ଶߪ ൌ
ܴ

ଶۙܣ
ۘ

ۗ
ଵߪ
ଶߪ
ൌ
ଶܣ
ଵܣ
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  مثال

  
  

  :Pتحت بار 
ଶتحت فشار  BCقسمت       

ଷ
تحت كشش  ABقسمت       

ଷ
  

 
  

  تحت حرارت:
 خواهند بود. ܣܧܶߙ هر دو قسمت تحت فشار      

ܮܶߙ ൌ
ܮܴ

ܣܧ
						→ 					ܴ ൌ  ܣܧܶߙ

  
  

   :باهم اثر كنند Pاگر حرارت و نيروي 

 
  در نيمه چپ براي اينكه كشش نداشته باشيم:

2ܲ

3
െ ܮܶߙ ൏ 0										 → 									

2ܲ

ܮߙ3
൏ ܶ 
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  90آزاد 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  90آزاد 
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  88آزاد 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  

  88آزاد 

  
 
 
  
  

  85سراسري 
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  86آزاد تمرين: 

 
 1گزينه 

  
 
 

  85آزاد تمرين: 

  
  
  
 
 

  83سراسري 

  
  بيشتر است: 1مسلما ضريب حرارتي ميله 

  آزاد ميشود) 1را تحمل كند ( pكه طول بيشتري دارد بايد نيروي  2كوتاه مي شود و بنابراين ميله  2بيشتر از ميله  1با سرد شدن سيستم، ميله  
  آزاد ميشود) 2را تحمل كند ( pكه طول بيشتري دارد بايد نيروي  1بيشتر بلند مي شود و بنابراين ميله  1با گرم شدن سيستم، ميله 

  سيستم سرد مي شود: وقتي
ଵܮ∆   برابر است با: 1كاهش طول ميله  ൌ െߙଵܶܮ 

ଶܮ∆برابر است با:     2كاهش طول ميله  ൌ െߙଶܶܮ െ


ாమሺଶሻ
 

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ →→ െߙଵܶܮ ൌ െߙଶܶܮ െ
ܮܲ

ሻܣଶሺ2ܧ
→→ ߙଵ െ ଶߙ ൌ

ܲ

ܶܣଶܧ2
൨ 

  وقتي سيستم گرم مي شود:
ଵܮ∆برابر است با:    1افزايش طول ميله  ൌ ܮଵሺ3ܶሻߙ െ



ாభሺሻ
 

ଶܮ∆برابر است با:     2افزايش طول ميله  ൌ  ܮଶሺ3ܶሻߙ

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ →→ ܮଵܶߙ3 െ
ܮܲ

ሻܣଵሺܧ
ൌ ܮଶܶߙ3 →→ ߙଵ െ ଶߙ ൌ

ܲ

ܶܣଵܧ3
൨ 

  
ଵܧ
ଶܧ

ൌ
2

3
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  89آزاد

 
  در حالت اول:

ଵܮ∆:    1افزايش طول ميله  ൌ ܮଵܶߙ െ
ು

మ


ாభሺ
మሻ

ଶܮ∆:     2افزايش طول ميله            ൌ ܮଶܶߙ െ
ು

మ


ாమሺଷ
మሻ

 

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ → ܮଵܶߙ െ

ܲ
2
ܮ

ଵሺܽܧ
ଶሻ
ൌ ܮଶܶߙ െ

ܲ
2
ܮ

ଶሺ3ܽܧ
ଶሻ
→→ ߙଶ െ ଵߙ ൌ

ܲ

ܶܽଶ
൬
1

ଵܧ6
൰൨ 

  در حالت دوم:
ଵܮ∆برابر است با:    1تغيير طول ميله  ൌ ଵܶߙ

ᇱܮ െ


ாభሺ
మሻ

ଶܮ∆برابر است با:     2تغيير طول ميله              ൌ ଶܶߙ
ᇱܮ 

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ → ଵܶߙ
ᇱܮ െ

ܮܲ

ଵሺܽܧ
ଶሻ
ൌ ଶܶߙ

ᇱܮ		 →→ ߙଶ െ ଵߙ ൌ
െܲ

ଵܶܧ
ᇱܽଶ

൨ →→→ ܶᇱ ൌ െ6ܶ 

  85آزاد تمرين: 

  
  در حالت اول:

ଵܮ∆:    1طول ميله  تغيير ൌ ܮଵܶߙ െ
.ଷ

ாభభ
ଶܮ∆:     2طول ميله  تغيير           ൌ ܮଶܶߙ െ

.

ாమሺଷభሻ
 

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ → ܮଶܶߙ െ
ܮ0.7ܲ

ଵሻܣଶሺ3ܧ
ൌ ܮଵܶߙ െ

ܮ0.3ܲ

ଵܣଵܧ
→→ ߙଶ െ ଵߙ ൌ

ܲ

ଵܣܶ
൬
0.7

ଶܧ3
െ
0.3

ଵܧ
൰൨ 

  دوم:در حالت 
ଵܮ∆:    1طول ميله  تغيير ൌ െߙଵሺ3ܶሻܮ െ

.

ாభభ
ଶܮ∆:     2تغيير طول ميله        ൌ െߙଶሺ3ܶሻܮ െ

.ଷ

ாమሺଷభሻ
 

 

ଵܮ∆ ൌ ଶܮ∆ →→→ ߙଶ െ ଵߙ ൌ
ܲ

ଵܣܶ
൬
0.7

ଵܧ3
െ
0.1

ଶܧ3
൰൨ 

→→→
0.7

ଶܧ3
െ
0.3

ଵܧ
ൌ
0.7

ଵܧ3
െ
0.1

ଶܧ3
→→

1.6

ଵܧ3
ൌ
0.8

ଶܧ3
→→

ଵܧ
ଶܧ

ൌ 2 

  
  
  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       56

  94سراسري 

  
فشرده نشود، كل بار به استوانه بيروني اثر خواهد كرد. ابتدا بايد بيابيم كه تحت اثر چه باري  2cmتا وقتي كه استوانه بيروني به اندازه 

  فشرده خواهد شد: 2cmاستوانه بيروني به اندازه 
2	ܿ݉ ൌ

ܮܲ

ଵܣܧ
→ 				2ܿ݉ ൌ

ܲ ൈ 400

1000
			→ 				ܲ ൌ 5	݇݃ 

بعدي هم به غلاف اثر مي كند  5kgفشرده شده و با هسته داخلي هم سطح مي شود.  2cm، استوانه بيروني به اندازه 5kgبا وارد شدن 
  برابر است با: 5kgو هم به هسته. سهم غلاف از اين 

ଵܲ ൌ 5݇݃ ൈ
ଵܣܧ

ଵܣܧ  ଶܣܧ
ൌ 5 ൈ

1000

1500
ൌ
10

3
݇݃ 

  
  بنابراين مجموع بار وارد بر غلاف برابر است با:

ଵܲ ൌ 5݇݃ 
10

3
݇݃ ൌ

25

3
	݇݃ 

  مقدار بار وارد بر هسته برابر خواهد بود با:

ଶܲ ൌ ܲ െ ଵܲ ൌ 10݇݃ െ
25

3
݇݃ ൌ

5

3
	݇݃ 

 

→
ଶܲ

ଵܲ
ൌ
1

5
 

 
  دكتري -93سراسري 
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  90آزاد 

 

 
 
 
 

  85سراسري 

  
اه اگر عكس العمل تكيه گدر اثر حرارت ميله منبسط مي شود ولي تكيه گاهها با اعمال نيروي فشاري مانع از افزايش طول آن مي شوند. 

  :گيريمدرنظر  Rسمت چپ را برابر 
المانܲ ൌ	െܴ

المانܶ∆	 ൌ	∆ ܶ ቀ
ݔ

ܮ
ቁ
ଶ

	

المانߜ ൌ
ቀܲالمانቁ ݔ݀

ܣܧ
 ߙ ቀ∆ܶالمانቁ ݔ݀ ൌ െ

ݔܴ݀

ܣܧ
 ∆ߙ ܶ ቀ

ݔ

ܮ
ቁ
ଶ

ۙݔ݀
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 

 
  تغيير مكان انتهاي سمت چپ را محاسبه كرده و برابر صفر قرار مي دهيم:

∆ൌ නെ
ݔܴ݀

ܣܧ
 ∆ߙ ܶ ቀ

ݔ

ܮ
ቁ
ଶ

ݔ݀ ൌ නെ
ܴ

ܣܧ
 ∆ߙ ܶ ቀ

ݔ

ܮ
ቁ
ଶ

ݔ݀ ൌ െ
ܮܴ

ܣܧ

∆ߙ ܶܮ

3
ൌ 0 → ߪ ൌ 	

ܴ

ܣ
ൌ
∆ߙܧ ܶ

3
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  94دكتري 

 

 2گزينه 

  .تغيير طول هر دو ميله بايد صفر باشد
  

  نيروي وارد بر پوسته باشد. R2نيروي وارد بر هسته و  R1فرض كنيد 
 

  
  (هسته) داريم: 1در ميله 

∆
ൌحرارتିهسته	 න ଵܶߙ

ଶݔ

ଶܮ





ݔ݀ ൌ
ܮଵܶߙ

3

∆
ோିهستهൌ

ܴଵܮ

ଵܣଵܧ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌكل∆ هسته	حرارت∆ െ ∆
ൌهستهିࡾ ൬

ܮଵܶߙ

3
൰ െ ൬

ܴଵܮ

ଵܣଵܧ
൰ ൌ 0										 

 
→ ܴଵ ൌ

ଵܣଵܧଵܶߙ
3

 
 

(پوسته) نيز داريم: 2به همين ترتيب در ميله   
ܴଶ ൌ

ଶܣଶܧଶܶߙ
3

 
 نسبت تنشها برابر است با:

→	

ە
۔

ଵߪۓ ൌ
ܴଵ
ଵܣ

ൌ
ଵܧଵܶߙ
3

ଶߪ ൌ
ܴଶ
ଶܣ

ൌ
ଵܧଵܶߙ
3

																		→
ଵߪ
ଶߪ
ൌ
ଵܧଵߙ
ଶܧଶߙ

ൌ
1

2
 

  
  93تمرين: آزاد 
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  )2Dدايره مورتنش (-7

  المان تنش چيست؟

  
ૌ࢟࢞, ૌ࢞࢟	چه فرقي دارند و علامتشان چگونه تعيين مي شود؟   

  تنش برشي اگر ساعت گرد باشد مثبت خواهد بود. -
صفحات را با محور نرمال آنها اسم گذاري مي كنيم. براي اگر المان مربعي شكل سمت راست را در نظر بگيريد، چهار صفحه داريم. اين 

ها مي باشد صفحه  xكه عمود بر محور  راصفحه  اين دوعمود است.  xسمت راست از اين چهار صفحه دوتاي آنها بر محور  شكل درمثال 
x  50تنش محوري كششي برابر با  صفحهدو مي ناميم. در اينMPa ور در اين صفحه تنش برشي . همينط(شكل سمت راست) مي باشد

  پادساعت گرد مي باشد.و (نسبت به مركز المان)  40MPaبرابر با 
تنش برشي (ساعت گرد  -2تنش محوري (كششي مثبت)  -1بنابراين هر صفحه از المان در فضاي دو بعدي داراي دو تنش خواهد بود: 

  . مثبت)
  

  
  براي رسم دايره مور به شرح زير عمل مي كنيم:

مي باشد كه همان تنش محوري و برشي  (40-,50)برابر  Xرا در شكل سمت چپ در بالا در نظر بگيريد. مختصات نقطه  Yو  Xنقاط 
مي باشد كه مربوط به تنش محوري و  (40+,10-)در دايره برابر  Yمي باشد. از طرفي مختصات نقطه  Xدر المان مربعي براي صفحه 

  اشد.مي ب Yصفحه  دربرشي در المان مربعي 
  
  

  مركز دايره مور؟
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 شعاع دايره مور؟

 
 
 
 
 
 
 

  دكتري -92سراسري 

 
  
  
  
 

 زوايا در دايره مور؟

  زاويه ها در دايره مور دو برابر هستند (مثلثاتي مثبت)-
 
 
 
  
 
 
  

 تنش هاي اصلي؟
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     σ

௫ᇲ
 σ

௬ᇲ
ൌ σ

௫
 σ

୷
 

     σ
௫ᇲ
ൈ σ

௬ᇲ
െ τ୶ᇲ୷ᇲ

ଶ ൌ σ
௫
ൈ σ

୷
െ τ୶୷

ଶ  
  
 
 
 

  مثال

   
 
  

  مثال

  
 تنش هاي اصلي تنش برشي صفر است. صفحه مربوط به در 

 
 

௫ߪ ൌ ߪ  ߬ 
ߪ ൌ ߪ െ ߬ 
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                  مثال 

   
  
  

  مثال 

  
 
 
 
 
 
 

  86سراسري 
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  مثال

 
80  0 ൌ 140  ߪ → ߪ ൌ െ60ܽܲܯ 

߬௫ ൌ
௫ߪ െ ߪ

2
ൌ
140 െ ሺെ60ሻ

2
ൌ  ܽܲܯ100

 
  
  
  

  دكتري -92سراسري 
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  85سراسري 

  
  1گزينه 

 هاي وارد بر سطوح را نشان ميدهد (بعد عمود بر صفحه المان برابر واحد فرض شده است). "نيرو"شكل زير 

 

ܨ௫ ൌ 0					 → 	 ൫2√݈ߪ൯
√2

2
െ ௫݈ߪ െ ߬௫௬݈ ൌ 0 → ߪ	 െ ௫ߪ െ ߬௫௬ ൌ 0													 

ܨ௬ ൌ 0					 → 	 ൫2√݈ߪ൯
√2

2
െ ௬݈ߪ െ ߬௫௬݈ ൌ 0 → ߪ	 െ ௬ߪ െ ߬௫௬ ൌ 0													 

 
 

  با هم برابر خواهند بود. ௬ߪو  ௫ߪبا توجه به دو رابطه فوق مقادير 
 

 
 
 
 
  

  88سراسري 

 
 
 

  خواهد بود.                               اگر خمش و پيچش همزمان وارد شوند، المان به صورت
 

  
60  0 ൌ ߪ

௫
 ߪ

60 ൈ 0 െ 40ଶ ൌ ߪ
௫

ൈ ߪ

ൡ						ߪ
௫

ൌ ߪ					80


ൌ െ20					 

 
  محاسبه تنش برشي ماكزيمم:

 τ ൌ ൫σmaxെσmin൯

2
ൌ 50 
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  دكتري -91سراسري 

  
  
  
  
  
  

  80سراسري 

  

  
  

  85سراسري 
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  ؟المان هايي كه در آنها برش محض داريم
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 

  مثال

  

  
  
  

  87آزاد 
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                   مثال 

  

  
  

                   مثال 
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  89آزاد

 
 

 روش اول:

 
 

σ  ൫3 െ √3൯τ ൌ 3τ  σ′ → σ′ ൌ σ െ √3τ 
 

σ ൈ ൫3 െ √3൯τ െ τ2 ൌ 3τ ൈ σ′ െ 4τ2 
 

σ ൈ ൫3 െ √3൯τ െ τ2 ൌ 3τ ൈ ൫σ െ √3τ൯ െ 4τ2 → σ ൈ ൫െ√3τ൯ ൌ ൫െ3√3 െ 3൯τ2 → σ ൌ ൫3  √3൯τ 
 
 
 

  روش دوم:
  

ܨ௫ ൌ 0					 → ߪ	 ቆ
݈√3

2
	ቇ െ ߬ ൈ ሺ0.5݈ሻ െ 3߬ ൈ

√3

2
ൈ ሺ݈ሻ െ 2߬ ൈ

1

2
ൈ ሺ݈ሻ ൌ 0 

 

→ ߪ	 ቆ
√3

2
	ቇ ൌ ߬ ቆ0.5 

3√3

2
 1ቇ 													→ ߪ	 ൌ ߬൫√3  3൯					 
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  92 آزاد

  
  2گزينه 

  
  مي نويسيم: xبرآيند نيروها را در راستاي 

σ ൬
2݈

√3
൰  ߪ3√

݈

√3
ൈ
√3

2
 ሺ݈ሻߪ3√ ൈ

1

2
െ ݈ߪ ൈ

√3

2
ൌ 0					 

σሺ2݈ሻ  ݈ߪ ൈ
3

2
 ሺ݈ሻߪ ൈ

3

2
െ ݈ߪ ൈ

3

2
ൌ 0						 → ߪ						 ൌ െ

3

4
 ߪ

  
  
  

  85آزاد 
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  93تمرين: آزاد 

  
 
 
  

  95دكتري 

 
  1گزينه 

 
را بيابيم. با نوشتن  ߪرا داشته باشيم. در شكل زير ابتدا بايد مقدار  "عمود برهم"براي يافتن مجموع تنشها، بايد تنشهاي وارد بر دو صفحه 

  را بدست آورد: ߪتعادل نيرويها مي توان مقدار 
 

ߪ ൈ ߙ݈݊݅ܵ ൌ ߙݏܥߪ݉ ൈ ߙݏܥ݈  							݈ߪ݊ → ߪ				 ൌ ߪ݉ ൈ
ߙଶݏܥ

ߙ݊݅ܵ
 ߪ݊

1

ߙ݊݅ܵ
	 

 
 

 مجموع تنشها برابر جمع تنش محوري وارد بر دو سطح متعامد خواهد بود:
 

جمع	تنشهاي	اصلي ൌ ߪ  ߙ0ܵ݅݊ߪ݉ ൌ 0ߪ݉ ൈ
ߙ2ݏܥ

ߙ݊݅ܵ

0ߪ݊

ߙ݊݅ܵ
 ߙ0ܵ݅݊ߪ݉ ൌ 

ൌ ߪ݉ ൈ
ߙଶݏܥ

ߙ݊݅ܵ
 ߪ݊

1

ߙ݊݅ܵ
݉ߪ

ܵ݅݊ଶߙ

ߙ݊݅ܵ
ൌ
ߪ݉  ߪ݊

ߙ݊݅ܵ
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  92سراسري 

  
  .2گزينه 

درجه در دايره مور) به  A )120درجه از صفحه  ↻60اگر مطابق شكل دايره مور المان را رسم كنيم، مشاهده مي شود كه با چرخش 
σصفحه قائم (تنش اصلي حداكثر در دايره مور) در شكل مي رسيم. بنابراين تنش برشي آن صفر و تنش محوري آن برابر  ൌ ݎݐ݁݊݁ܿߪ 

ܴ ൌ 3ܲ  2ܲ ൌ   مي باشد. 	5ܲ

  
  93سراسري 
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  91آزاد 

  
  4گزينه 

است، يك صفحه  CBنيز كه عمود بر صفحه  ADصفحه اصلي مي باشد. صفحه  CBتنش برشي صفر است و بنابراين صفحه  CBدر صفحه 
  نيز تنش برشي صفر است. ADاصلي خواهد بود. (صفحات اصلي بر هم عمودند). بنابراين در صفحه 

 
  

  94دكتري 

  
࣌ابتدا بايد عكس العمل هاي تكيه گاهي (در اينجا عكس العمل ها از جنس 

࢟
حرارت موجب انبساط مي شود ولي تكيه  هستند) را بيابيم 

  :مي شوند yهاي قائم مانع از افزايش طول در راستاي  گاه

ε
௬
ൌ 0					 → 				 ε

௬
ൌ
௬ߪ

ܧ
 ܶߙ ൌ 0					 → 			 ௬ߪ ൌ െܧܶߙ 

࣌در راستاي افقي تكيه گاهي نداريم و 
࢞

 صفر است. 

 

௫ߝ ൌ ܶߙ െ ߥ
ݕߪ
ܧ
ൌ ܶߙ  ߥ

ܶߙܧ

ܧ
ൌ ሺ1ܶߙ  ߭ሻ 											→ 				 ∆ൌ 	1  ௫ߝ ൌ 1  ሺ1ܶߙ  ߭ሻ 

  بنابراين شيب جديد برابر است با:
݉

∆
ൌ

݉

1  ሺ1ܶߙ  ߭ሻ
ൌ ݉൫1 െ ሺ1ܶߙ  ߭ሻ൯ 
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  96دكتري 

 
  2گزينه 

࣌ابتدا بايد عكس العمل هاي تكيه گاهي (در اينجا عكس العمل ها از جنس 
࢞

࣌و  
ࢠ

حرارت موجب انبساط مي شود  هستند) را بيابيم 
  مي شوند.  zو  xولي تكيه گاه هاي افقي مانع از افزايش طول در راستاي 

  
  :به علت تقارن افقي

௫ߪ ൌ ௭ߪ ൌ  ߪ
  

  صورت زير بدست آورد:عكس العمل هاي افقي را مي توان به 
ε
௫
ൌ ε

௭
ൌ 0					 → 				 ε

௫
ൌ
௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௭ߪ
ܧ
 ܶߙ ൌ 0					

ఙೣୀఙୀఙ
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ			

ߪ

ܧ
െ ݒ

ߪ

ܧ
 ܶߙ ൌ 0 

 

௫ߪ ൌ ௭ߪ ൌ െ
ܧܶߙ

ሺ1 െ ሻݒ
 

࢟࣌حركت در جهت قائم  بدست مي آيد. دقت كنيد كه ي افقي پس از يافتن تنش ها ൌ  ) در راستاي قائم تكيه گاه نداريم و چون است
  :وارد نشده)باري هم 

ൌ࢟∆ ε
௬
ܽ ൌ ቀ

௬ߪ

ܧ
െ ݒ

௫ߪ
ܧ
െ ݒ

௭ߪ
ܧ
 ቁܶߙ ܽ ൌ ൬0  ݒ

ܶߙ

ሺ1 െ ሻݒ
 ݒ

ܶߙ

ሺ1 െ ሻݒ
 ൰ܶߙ ܽ 

 

ൌ࢟∆ ܽܶߙ
ሺ1  ሻݒ

ሺ1 െ ሻݒ
 

  
  94سراسري 

 

ઽ
ܠ
ൌ
࢞࣌
ࡱ
െ ࢜

࢟࣌

ࡱ
ൌ െ. 

ઽ
ܡ
ൌ
࢟࣌

ࡱ
െ ࢜

࢞࣌
ࡱ
ൌ . 

ൢ
࢞࣌
ࡱ

࢟࣌

ࡱ
ൌ
ઽ
ܠ
 ઽ

࢟

 െ ࢜
ൌ
െ. 

. ૠ

ઽ
ܢ
ൌ െ࢜ቀ

࢞࣌
ࡱ

࢟࣌

ࡱ
ቁ ൌ െ. 

െ. 

. ૠ
ൌ . 
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  90آزاد 

 

  
 
 
 

  93تمرين: آزاد 

  
  

  93تمرين: آزاد 
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  )3D( تنشدايره مور-8

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 

 
               مثال 

  
 

  81سراسري     

  

  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       76

  82سراسري 

  

  
                   )83( آزاد 

  

  
 
 
 

  83سراسري تمرين: 
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  تمرين:

   

 
  تمرين:

  

 
  
  
  

  90آزاد تمرين: 
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  تانسور تنش-8-1

  94دكتري 

 
  گزينه ؟

ضرب شود، حاصل برداري خواهد بود كه نشان دهنده بردا تنش بر روي آن سطح  "بردار يكه نرمال يك سطح"به  "تانسور تنش"اگر 
 خواهد بود.

  نرمال سطح:يكه بردار يافتن 
ݔ

3

ݕ

1

ݖ

2
ൌ 1												 → ݔ2					  6ܻ  ݖ3 ൌ 6 

 

ඥ2ଶ  6ଶ  3ଶ ൌ 7 
 

݊ ൌ
2

7
݅ 

6

7
݆ 

3

7
݇ 

  :بردا تنش

10ଶ ൈ 
2 0 2
0 2 4
2 4 2

൩ 

2/7
6/7
3/7	

൩ ൌ 100

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

4

7

6

7
ൌ
10

7
12

7

12

7
ൌ
24

7
4

7

24

7

6

7
ൌ
34

7 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ 
142.85
342.85
	485

൩ 
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  96دكتري 

  
ضرب شود، حاصل برداري خواهد بود كه نشان دهنده بردا تنش بر روي آن سطح  "بردار يكه نرمال يك سطح"به  "تانسور تنش"اگر 

 بود.خواهد 

  يافتن بردار يكه نرمال سطح:
ݔ

4

ݕ

2

ݖ

6
ൌ 1												 → ݔ3					  6ܻ  ݖ2 ൌ 12 

 

ඥ3ଶ  6ଶ  2ଶ ൌ 7 
 

݊ ൌ
3

7
݅ 

6

7
݆ 

2

7
݇ 

  :بردا تنش


7 െ5 0
െ5 3 1
0 1 2

൩ 

3/7
6/7
2/7	

൩ ൌ 100

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

21

7
െ
30

7
െ15

7

18

7

2

7
6

7

4

7 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ
1

7

െ9
5
	10

൩ 

  اين بردار موازي با صفحهABC  نخواهد بود بلكه زاويه اي دلخواه با ان صفحه خواهد داشت. اين بردار، بردار تنش در صفحه
ABC .ميباشد كه احتمالا منظور طراح همين بردار مي باشد  

  دايره موركرنش-9

 درنظر مي گيريم نصفتنها تفاوت آن با تنش: كرنش برشي را در دايره 
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  82سراسري 

  
  

 
 
 
 

 مثال
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  مثال 

 
 
 
 
 
 
 
 

  88سراسري 

  
                   

  تنش برشي حداكثر برابر است با:
τ ൌ

σ௫ െ σ୫୧୬
2

 
  ) را بيابيم:σ୫୧୬	و	σ௫براين بايد تنشهاي اصلي (بنا

ε
ଵ
ൌ 3.5 ൈ 10ିସ ൌ

σଵ
ܧ
െ ݒ

σଶ
ܧ
െ ݒ

σଷ
ܧ

 

ε
ଶ
ൌ 1 ൈ 10ିସ ൌ

σଶ
ܧ
െ ݒ

σଵ
ܧ
െ ݒ

σଷ
ܧ

 

ܩبا توجه به رابطه صفر است.  σଷخارجي پس  از آنجا كه گفته بر سطح عاري از بار ൌ
ா

ଶሺଵା௩ሻ
  خواهد بود و داريم: 20GPaبرابر  E، مقدار 
20 ൈ 10ଽ ൈ 3.5 ൈ 10ିସ ൌ 7 ൈ 10 ൌ σଵ െ 0.25σଶ 
20 ൈ 10ଽ ൈ 1 ൈ 10ିସ ൌ 2 ൈ 10 ൌ σଶ െ 0.25σଵ 

  با حل دو معادله فوق:
σଵ ൌ σଶ							,ܽܲܯ8 ൌ 4MPa,									σଷ ൌ 0 

τ ൌ
σ௫ െ σ୫୧୬

2
ൌ
8 െ 0

2
ൌ 4MPa 
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  91آزاد 

 
  3گزينه 

ميكرواسترين  15=2/(10+20)مي دانيم مجموع كرنش ها در هر دو صفحه برابر است. بنابراين جمع كرنشهاي ماكزيمم و مينيمم برابر 
  خواهد بود. از طرفي كرنش هاي اصلي را مي توان به شرح زير محاسبه كرد:

ଵߝ ൌ
1

ܧ
ሺߪଵ െ ଶሻߪ0.3 ൌ

1

ܧ
ሺ50 െ ଶሻߪ0.3

ଶߝ ൌ
1

ܧ
ሺߪଶ െ ଵሻߪ0.3 ൌ

1

ܧ
ሺߪଶ െ 0.3 ൈ 50ሻ

ൢ → ଵߝ  ଶߝ ൌ
1

ܧ
ሺ35  ଶሻߪ0.7 ൌ 30 → ଶߪ ൌ  ܽܲܯ250

  و بنابراين تنش برشي ماكزيمم برابر خواهد بود با:

߬௫ ൌ
ሺ250 െ 50ሻ

2
ൌ  ܽܲܯ100

 
 
  
 
 
  
  

  88سراسري 
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  گلبرگ كرنش-10

ߝ

 ଽߝ  ௫௬ߛ ൌ ߝ2

ସହ
 

 
  مثال 

 

  
 

  82سراسري 
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  مخازن-11

  
  مخازن جدار نازك كروي:

σ. در شكل سمت راست اين كشش ها با كه فوت كرده باشيم، تحت اثر كشش قرار داردجدار مخازن كروي همانند يك بادكند 
ଵ
ൌ σ

ଶ
نشان داده   

  شده است.
  سازه را دو نيم مي كنيم: چپ براي محاسبه اين تنشها مطابق شكل سمت راست

  
  
  

                                                 σ
ଵ
ൌ σ

ଶ
ൌ

ோ

ଶ୲
      

 
 
 
 

  ماكزيمم در مخزن كروي؟تنش برشي 
  
  
  
  

  ؟Pتغيير ضخامت كره  تحت اثر فشار 

ߝ
௭
ൌ 0 െ

σݒ2

E
ൌ െ

ܴܲݒ

tE
 

ݐ∆ ൌ ߝ
௭
ݐ ൌ െ

ܴܲݒ

E
 

 
  
  

  ؟Pتغيير مساحت كره تحت فشار 

ߝ

ൌ ߝ

௫
 ߝ

௬
ൌ 2

൫ߪ െ ൯ߪݒ

ܧ
ൌ 2ሺ1 െ ሻݒ

ܴܲ

2tE
 

 

ܣ∆ ൌ ߝ

ൈ ܣ ൌ ሺ1 െ ሻݒ

ܴܲ

tE
ሺ4πRଶሻ ൌ ሺ1 െ ሻݒ

ଷܴܲߨ4

tE
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  كرنش شعاعي و كرنش محيطي چيست؟
  
  
  
  
  
  
  

  ؟Pتغيير حجم كره تحت فشار 

ߝ

ൌ ߝ

௫
 ߝ

௬
 ߝ

௭
ൌ ߝ2

ఏ
 ߝ


ൌ ߝ3

ఏ
ൌ 3

൫ߪ െ ൯ߪݒ

ܧ
ൌ 3ሺ1 െ ሻݒ

ܴܲ

2tE
 

∆ܸ ൌ ߝ

ൈ ܸ ൌ 3ሺ1 െ ሻݒ

ܴܲ

2tE
൬
4

3
πRଷ൰ 

  
  
  
  
  

  92آزاد 

 
  3گزينه 

൬ߪ ൌ
ܴܲ

ݐ2
ൌ
50 ൈ 300

ݐ2
൰  2500							 → ݐ						  3	ܿ݉ 
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  مخزن جدارنازك استوانه اي:

  
  
  

σمقدار تنش محيطي (
ఏ

  )؟
σ
ଵ
ൌ σ


ൌ
ܴܲ

t
 

  
σمقدار تنش طولي(


  ؟)

σ با انتهاي بسته:

ൌ

ோ

ଶ୲
  

σ : با انتهاي باز

ൌ 0 

σ :  (و يا طول بينهايت)در انتها تكيه گاه داشته باشيم

ൌ ݒ

ோ

୲
 

 
  
  

  تنش برشي ماكزيمم؟
 
 
  

  ؟Pتحت اثر فشار  مخزن استوانه اي با انتهاي بستهتغيير ضخامت 

ߝ
௭
ൌ 0 െ

σݒ
ఏ

E
െ
σݒ



E
ൌ െ

ܴܲݒ3

2tE
 

ݐ∆ ൌ ߝ
௭
ݐ ൌ െ

ܴܲݒ3

2E
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  90آزاد 

 

  
  80سراسري 

  
ε ൌ 0 → σ


ൌ σݒ ൌ ݒ

ܴܲ

t
ൌ 0.3

6 ൈ 50

3
ൌ 30MPa 

   2گزينه 
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  81سراسري 

 

  
  
 

  83سراسري 

 
 از آنجا كه طول لوله بينهايت است و در داخل خاك قرار دارد، تغييرطول آن بايد صفر باشد:

ε ൌ 0 → σ

ൌ σݒ ൌ ݒ

ܴܲ

t
ൌ 0.3

10 ൈ 25

1
ൌ 75MPa 

  (در گزينه ها نيست)
 
 
 

  77سراسري 

 
  3گزينه 

 
 
 
 
 
 

  85آزاد 

  
 :1گزينه 



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       89

  پيچش-12

 
  ، تنش محوري كششي حداكثر = تنش محوري فشاري حداكثر = تنش برشي حداكثردر مواردي كه تنش برشي خالص داريم

  دايروي مقطع-12-1

                  

  
 

ܬ	ممان اينرسي قطبي دايره:                ൌ
గ

ଶ
ܴସ  

  
ܩمدول برشي:                             ൌ

ா

ଶሺଵା௩ሻ
  

  

GJ                        :سختي پيچشي

L
    

  
߬رابطه تنش:                                ൌ

ݎܶ

ܬ
  

  
ܶمقاومت پيچشي:                         ൌ مجاز߬ ൈ



  

  
φൌزاويه پيچش:                              

TL

GJ
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  مقاطع جدارنازك بسته-12-2

  
  

Jൌجدارنازك بسته:                پيچشيممان اينرسي 
4

మ


ೞ



ൌ
4

మ ௧


  

  
mA: متوسط مثال براي مقطع قوطي به ضلع . برايمساحت محصور در خط مركزي a  2برابرA=a .مي باشد  
P طول (محيط) مقطع. براي مثال براي مقطع قوطي به ضلع :a  برابرP=4a .مي باشد  
  

τൌرابطه تنش:                                                            
T

ݐ݉ܣ2
 

 
ܶ                                        مقاومت پيچشي:                 ൌ مجاز߬ ൈ   ݐܣ2

 
  

φൌزاويه پيچش:                              
TL

GJ
  

  

  بازمقاطع جدار نازك -12-3

            
  

∑Jൌ                                                       جدارنازك باز:        پيچشي ممان اينرسي
௧

య

ଷ
  

  
τൌ                                              رابطه تنش:                                   

T݅ݐ

ܬ
ൌ

T݅ݐ

݅ݐ݅ܲ∑
3

3

ൌ
3T݅ݐ

݅ݐ݅ܲ∑
3 

 

τ                                       رابطه تنش در صورتي كه ضخامت جدار ثابت باشد:        ൌ
3T

2ݐܲ
  

  
ܶ                                                                     مقاومت پيچشي:                 ൌ مجاز߬ ൈ



௧
  

 
 

φൌ                                                                              زاويه پيچش:                 
TL

GJ
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  دكتري -92سراسري 

  
  
 
  
  
  

  90آزاد 

 

  
  
  

  86آزاد 
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  83سراسري 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  88آزاد 
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  81 سراسري

  

  
  
  

  دكتري -91سراسري 

  
  
  
  
  

  90سراسري 

  

߬=
ݎܶ

ܬ
ൌ

ܶ
݀
2

ߨ
2
ቀ
݀
2
ቁ
ସ ൌ

16ܶ

ଷ݀ߨ

ߪ ൌ ߬ ൌ
16ܶ

ଷ݀ߨ
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  88سراسري 

  

߬ൌ
T

2௧
ൌ

ଶൈଵఱ

ଶൈଶమൈ.
ൌ 416.66



మ

ߪ ൌ ߬ ൌ 416.66


మ	  
  
  
  
  
  
  

  83سراسري 

  

  
  
  

  83آزاد 

  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       95

  92آزاد 

 
  :1گزينه 
  ابتدا زاويه پيچش را در هر دو محاسبه و برابر هم قرار مي دهيم:       

φଵ ൌ
ଵ݈ܶ

ሺ	ܩ
1
3
ଷሻݐ4ܽ

φଶ ൌ
ଶ݈ܶ

ሺ	ܩ
1
3
ଷሻۙݐ3ܽ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

→ φଵ ൌ φଶ 						→ 		
ଵܶ

ଶܶ
ൌ
4

3
	 

߬( با ضخامت جدار ثابت) از رابطه   تنش برشي تحت اثر پيچش در مقاطع جدارنازك باز ൌ
3ܶ

2ݐܲ
طول مقطع مي  pبدست مي آيد كه  

  باشد:
τଵ ൌ

3 ଵܶ

ଶݐ4ܽ

τଶ ൌ
3 ଶܶ

ଶݐ3ܽ

ൢ →
τଵ
τଶ
ൌ 	

3 ଵܶ

4 ଶܶ
ൌ 1					 

  94سراسري 

  
݆ଵ ൌ ଷܴߨ2

݆ଶ ൌ
ܣ4

ଶ

∑

ݐ

ൌ
4ሺܴߨଶሻଶ

ܴߨ

ቀ
ݐ
2
ቁ


ܴߨ
ሺ1.5ݐሻ

ൌ
3

2
ଷܴߨ

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ
݆ଶ
݆ଵ
ൌ
3

4
	 

 
  85سراسريتمرين: 

  

τ


τ


ൌ

ሺ2Tሻሺ2Rሻ

ቀ
π
2
ൈ ሺ2Rሻସቁ

TR

ቀ
π
2
ൈ Rସቁ

ൌ
1

4
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  85سراسريتمرين: 

  

τ
دایره

ൌ
ݎܶ

ܬ
ൌ

ܶ
݀
2

ߨ
2
ቀ
݀
2
ቁ
ସ ൌ

16ܶ

ଷ݀ߨ

τ
مستطیل

ൌ
T

ݐ݉ܣ2
ൌ

ܶ

2ሺ݀ ൈ 2݀ሻݐ
ൌ

ܶ

ଶۙ݀ݐ4
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

τ
دایره

ൌ τ
مستطیل

→
16ܶ

ଷ݀ߨ
ൌ

ܶ

ଶ݀ݐ4
→ ݐ ൌ

݀ߨ

64
 

  89آزادتمرين: 

 
  2گزينه 
  80 سراسريتمرين 
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  92سراسري 

  
  صحيح است. 4گزينه 

  كنترل تنش حداكثر در چوب:
ܴܶ

ܬ
ൌ

ܴܶ

ସܴߨ

2

ൌ
2ܶ

ଷܴߨ
൏ 2.5τ → ܶ ൏  ଷܴ߬ߨ1.25

  :چسب (در مواردي كه چسب داريم بايد مولفه عمود بر راستاي چسب را كنترل كنيم)كنترل تنش حداكثر در 
ܴܶ

ܬ
ൈ ඨ

8

9
ൌ

ܴܶ

ସܴߨ

2

ൈ
2√2

3
ൌ
4√2ܶ

ଷܴߨ3
൏ ߬ → ܶ ൏

ଷܴߨ3

4√2
߬ 

  
  
  
  
  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       98

  83 سراسري

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  85سراسرينمرين: 

  
  4گزينه 
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  سهم مقطع از پيچش -12-4

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  83 سراسري

  

  
  84سراسري 
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  89آزاد

  
  
  
  
  

  95دكتري 

  
  1گزينه 

هستهܬܩ

هستهܬܩ  پوستهܬܩ
ൌ

36 ൈ 50ସ

36 ൈ 50ସ  72 ൈ ሺ100ସ െ 50ସሻ
ൌ 0.0323 

  
  
  
  
  
  
  

  سانتي از تحمل پيچش چقدر است؟ 3سهم قسمت  مثال:
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  77سراسري

  

  
 

  85آزاد 
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  90آزاد 
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  92آزاد 

 
  3گزينه 

  محاسبه مي شود. با توجه به اينكه جنس يكسان است، داريم: GJصلبيت پيچشي از رابطه 

ଶܬܩ
ଵܬܩ

ൌ
൬
ସܽߨ

2 ൰
ᇱ

1
3
ሺܽݐଷ  ଷܽݐ  ሺ2ݐሻሺ2ܽሻଷሻ

ൌ
ݐଷܽߨ2

ଷݐ6ܽ
ൌ  ߨ300

  
  91آزاد 

  
  1گزينه 
  بدست مي آوريم: Pرا بر حسب  0مقدار 

ܶ ൌ ܲ ൈ ݈													 → ߮ ൌ
ܮܶ

ܬܩ
ൌ
݈ܲ ൈ 2݈

ܬܩ
							→ ∆ൌ ߮ ൈ ݈ ൌ

2݈ܲଷ

ܬܩ
 

  بايد كمتر از مقدار زير باشد: Pبنابراين 
ܲ ൌ

∆ܬܩ

2݈ଷ
 

  
  

  93سراسري 
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  83 سراسري

  
 
 
 
 
 
  

  مقاومت پيچشي-12-5

ܶمقاومت پيچشي دايره توپر:                         ൌ مجاز߬ ൈ


ோ
ൌ مجاز߬ ൈ

ഏ

మ
ோర

ோ
  

 
ܶ                     جدارنازك بسته:        مقاومت پيچشي ൌ مجاز߬ ൈ   ݐܣ2

  

ܶ:                   جدارنازك باز مقاومت پيچشي ൌ مجاز߬ ൈ


௧ೌೣ
ൌ مجاز߬ ൈ

∑ು
య

య

௧ೌೣ
  

  
  

  92آزاد 

  
  3گزينه 

ܶظرفيت پيچشي مقطع برابر است با:  ൌ ሺ2ܣݐሻ߬مجاز  
  برابر مي شود. 8نيز دو برابر مي شوند و  ظرفيت پيچشي  tچهار برابر شده و مقدار  mAبنابراين اگر ابعاد دو برابر شود، مقدار 
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  91سراسري 

 
 

  در جدارنازك بسته هرچه شكل مقطع به دايره نزديكتر باشد مقدار تنش پيچشي كاهش و مقاومت پيچشي افزايش مي يابد :
  

  مثال: طول محيط هر سه مقطع يكسان است. مقاومت پيچشي كدام مقطع بيشتر است؟

  
  پاسخ: 

  
  

  .، مهم است)t، و ضخامت مقطع، P(تنها طول مقطع،  در جدارنازك باز مقدار تنش پيچشي و مقاومت پيچشي ربطي به شكل مقطع ندارد

  سوال: مقاومت پيچشي كدام مقطع بيشتر است (ضخامت جدار در هر سه يكسان است)؟
  پاسخ: مقاومت هر سه يكسان است.

  سوال: مقاومت پيچشي كدام مقطع بيشتر است؟    
   پاسخ:

  
  نتيجه: مقاطع بسته مقاومت بالاتري دارند.
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  86سراسري

   

  
  
  
  
  

  90سراسري 
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  دكتري -92سراسري 

 
  4گزينه 

  كه مي توان به مقطع وارد كرد برابر است با: )ܶ( حداكثر مقدار پيچش مجاز

߬ ൌ
ݎܶ

ܬ
															→ 										

݈݈ܶܽ ൈ 5

ܬ
ൌ 1000															 → 													 ݈݈ܶܽ ൌ  ܬ200

  دارد: ܶحداكثر مقدار دوران پيچشي مقطع بستگي به 
 

߮ ൌ
݈ܶ

ܬܩ
ൌ

ܶ ൈ 200

൬
2 ൈ 106

2ሺ1  0.25ሻ
൰ ܬ

ൌ
2.5ܶ

ܬ104
ൌ
2.5 ൈ ܬ200

ܬ104
ൌ  ݀ܽݎ0.05

 
  94سراسري 

  
  با: نسبت مقاومت هاي پيچشي برابر است

ଶܶ

ଵܶ
ൌ
߬ ൈ ଵݐଵܣ2
߬ ൈ ଶݐଶܣ2

ൌ
ଵݐଵܣ
ଶݐଶܣ

 

 
  مي باشد و بنابراين داريم: aشامل شش مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  ଵܣمساحت 

ଵܣ

ଶܣ
ൌ

6

2ଶ
ൌ
3

2
 

 
ଶܶ

ଵܶ
ൌ
ଵݐଵܣ
ଶݐଶܣ

ൌ
3

2

ଵݐ
ଶݐ

 

 
نيز بايد يكسان  Jبا توجه به اينكه سختي پيچشي يكسان است، مقادير ها را با مساوي قرار دادن سختي مقاطع بدست مي ايد.  tنسبت 
ܭباشد ( ൌ

ீ


:(  

ଵܬ ൌ ଶܬ → 	ቌ
ܣ4

ଶ


ݐ

ቍ

ଵ

ൌ ቌ
ܣ4

ଶ


ݐ

ቍ

ଶ

 

  در رابطه فوق محيط هر دو مقطع يكسان است و بنابراين:
ଵݐ
ଶݐ
ൌ
ଶܣ
ଶ

ଵܣ
ଶ ൌ ൬

2

3
൰
ଶ

ൌ
4

9
 

 
ଶܶ

ଵܶ
ൌ
3

2

ଵݐ
ଶݐ
ൌ
2

3
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  دكتري -93سراسري 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  دكتري -93سراسري 
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  90آزاد 

 

  
  
 
 
 
 
 

                   89سراسري

  
  1گزينه 
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 88آزاد 

باشد مقاومت پيچشي ميلگردان اول  e2و  e1اگر فاصله مراكز دواير داخلي و خارجي در ميل گردانهاي جدار نازك زير به ترتيب برابر 
  چند برابر ميل گردان دوم است؟

  

  

  
 

  96دكتري 

 
  2گزينه 

φ
ଵ
ൌ

ଵܶܮ

ଵܬܩ
ൌ

ଵܶܮ

ܩ ൬4 ൈ
ଷݐܽ

3 ൰
ൌ
3

4
ଵܶܮ

ଷݐܽܩ

φ
ଶ
ൌ

ଶܶܮ

ଶܬܩ
ൌ

ଶܶܮ

ܩ ൬
ଷݐ2ܽ

3

ܽሺ2ݐሻଷ

3 ൰
ൌ

3

10
ଶܶܮ

ଷݐܽܩ

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

						φ
ଵ
ൌ φ

ଶ
									→ 					

3 ଵܶ

4
ൌ
3 ଶܶ

10
							→

ଵܶ

ଶܶ
ൌ 0.4	 
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  93تمرين: آزاد 

 
 
 
 

  96دكتري 

 
  3گزينه 

  بود و كل پيچش را جدارهاي پيراموني تحمل خواهند كرد.به علت تقارن در جدار داخلي تنش برشي ناشي از پيچش صفر خواهد 
  بنابراين عملا يك مقطع باكس (جدارنازك بسته) داريم كه تنش برشي در جدارهاي پيراموني برابر است با:

τ ൌ
ܶ

ݐ݉ܣ2
ൌ

ܶ

2 ൈ ሺ2ܽ2ሻݐ
ൌ

ܶ

2ܽݐ4
 

 
  
  
  

  اتصالات تحت اثر پيچش -12-6
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  84 سراسري

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  91سراسري 
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  86سراسري

  

  
 
 

 آزاد 88

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 91آزاد 

 
  3گزينه 

  
߬ ൌ 0.02 ൈ ܩ ൌ 2000

݇݃

ܿ݉ଶ
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߬௨௧
߬

ൌ
3ܴ

2ܴ
→					 ߬௨௧ ൌ 3000

݇݃

ܿ݉ଶ
 

  
  91آزاد 

  
 3گزينه 

߬ଶ
߬ଵ
ൌ
ܴଶܩଶ
ܴଵܩଵ

ൌ 1 →
ଵܩ
ଶܩ

ൌ
ܴଶ
ܴଵ

ൌ 3 
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  86آزاد تمرين: 
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  93سراسري 

  
  
  
 
  

  91آزاد 

 
  2گزينه 
 بدست مي آوريم ABمقدار تنش برشي را در قطعه  -1

 را بر اساس تنش بدست آمده محاسبه مي كنيم ABنيروي برشي در قطعه  -2

 لنگر ناشي از نيروي برشي بدست آمده را حول مركز بدست مي آوريم: -3

 

߬ ൌ
ܶ

ݐ݉ܣ2
ൌ

ܶ

2ሺ5ܽ2ሻݐ
										→ ܤܣܨ ൌ ߬ ൈ ሺܽݐሻ ൌ

ܶ

10ܽ
									→ ܤܣܶ ൌ ܤܣܨ ൈ ሺ1.5ܽሻ ൌ

15ܶ

100
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  تحت پيچشتحليل سازه هاي -12-7

  
  
  
  
  
  
  

  دكتري -93سراسري 

  

  
  82 سراسري
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                88سراسري

  
 
 
 
 
  
  

  90آزاد 
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  86سراسريتمرين: 
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  92سراسري 

  
  1گزينه 

را محاسبه و برابر صفر قرار مي دهيم. اگر ممان  Aرا حذف كرده به روش نيرو آنرا بدست مي آوريم. تغيير مكان نقطه  Aتكيه گاه 
  خواهد بود. 16Jبرابر  ABباشد، ممان پيچشي مقطع  Jبرابر  BCپيچشي مقطع 

ܶܮ

ܬܩ16

ሺ ܶ െ ܶሻ2ܮ

ܬܩ

ሺ ܶ െ 3ܶሻܮ

ܬܩ16
ൌ 0 → ܶ ൌ

35

34
ܶ 

→ ܶ ൌ 3ܶ െ
35

34
ܶ ൌ

67

34
ܶ 

 

ܶ ൌ
ܶ
݈
64

 2ܶ ൈ
33݈
64

34݈
64

ൌ
67

34
ܶ 

  دكتري -91سراسري 
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  92آزاد 

  
  
  
  
  
  
  

                89سراسري

 
 
 
 

 
  88آزاد 

  
  2گزينه 
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  84 سراسري

  
  
  
  
  
 
 

  86آزاد 

 

 
 

  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       123

  94دكتري 

 
  گزينه؟

ܯ ൌ 0					 → 			
ܮݐ

3
ൈ
ܮ

2
െ ܶ ൈ

ܮ

16
ൌ 0							 → 			ܶ ൌ

8

3
 ܮݐ

  

  
 
 

 
 

  85 تمرين: سراسري

  
  1گزينه 
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  86 سراسريتمرين: 

  
  4گزينه 

  
  
  

  88سراسري

  

 
  مواد شكل پذير در پيچش در صفحه عمود بر امتداد خود خراب مي شوند.-
خراب مي شوند و در كشش عمود بر امتداد خود خراب  درجه مي سازد 45مواد ترد در پيچش در صفحه اي كه با محور طولي زاويه -

  مي شوند.
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  74سراسري

  
  

  90آزاد 
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  مقاطع غير دايروي-12-8

  
پيچش مسطح باقي نمي مانند و اگر در مقابل تابيدگي مقيد شده باشند علاوه بر تنش هاي برشي، تنش هاي طولي نيز مقاطع پس از -

 خواهيم داشت.

  
  ي خارجي صفر است تنش هاي برشي در گوشه ها-
  تنش برشي ماكزيمم معمولا در وسط اضلاع اتفاق مي افتد-
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  خمش-13

  

  
  مفهوم ممان اينرسي

  
  
  
  
  
  
  

௫ܫ																	 ൌ නݕଶ݀ܣ																														ܫ௬ ൌ නݔଶ݀ܣ 
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  قضيه محورهاي موازي؟
	

ᇲܫ																	 ൌ නሺݕᇱሻଶ݀ܣ										 

ᇲܫ																		 ൌ නሺݕሻଶ݀ܣ 

 
ᇲܫ																	 ൌ ᇲܫ   ሺ݀ሻଶܣ
 

 
 
 

  ممان اينرسي مقاطع جدار نازك؟
  
  

  ممان اينرسي مستطيل مايل؟
  
  
  
  

  تعريف خمش خالص؟
  
  
  
  
  
  

  تار خنثي؟
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  مفهوم اساس مقطع:
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  88سراسري

 

 
  87سراسري

 

  
 
 
 



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       130

  91آزاد 

  
  1گزينه 

ߪ
ଵ
ൌ 6

൬
ሺ2ܲሻሺ2ܮሻ

4 ൰

ܽଷ
ൌ 60			 →

ܮܲ

ܽଷ
ൌ 10	 

  
ଶبرابر  2با توجه به اينكه مقدار لنگر حداكثر در تير 

ଷ
  برابر است با: 2مي باشد، مقدار تنش در تير  

  

ߪ
ଶ
ൌ
ቀ
ܮ2ܲ
3
	ቁ ܽ

ସܽߨ

4

ൌ
8

ߨ3
ൈ
ܮܲ

ܽଷ
ൌ

8

ߨ3
ൈ 10 ൌ

80

ߨ3
		 

  
  86سراسري
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 92سراسري 

  
  1گزينه 

σ
ୟ
ൌ
ܯ6

ܾ݄ଶ
→ ߪ


ൌ
ܯ6

ܾଷ
→ ܾ ൌ ඨ

ܯ6

ߪ


య  

 
  84ي سراسر

  
  . يعني لنگر ها يكسان هستند.M1=M2بارگذاري يكسان است و بنابراين 

  مقاطع متفاوت است:ولي تنش در 

σ
ଵ
ൌ
ଵܿܯ
ଵܫ

ൌ
ܯ6

ܾ ቀ
݄
2
ቁ
ଶ ൌ

ܯ24

ܾ݄ଶ

σ
ଶ
ൌ
ଶܿܯ
ଶܫ

ൌ
ܯ6

ܾ݄ଶ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

σ
ଵ

σ
ଶ

ൌ 4	 

  85سراسري

  
ܯ ൌ  ܯ2

 

ߪ ൌ
ܯ6

ܾሺ2݄ሻଶ
ൌ
ܯ3

2ܾ݄ଶ

ߪ ൌ
ܯ6

ܾ݄ଶ

ൢ
ߪ
ߪ

ൌ
ܯ

ܯ4
ൌ
1

2
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  92آزاد 

  
  3گزينه 

تار فوقاني تحت اثر فشار ناشي از خمش قرار دارد و طول آن كاهش مي يابد. تنش فشاري وارد بر تار فوقاني در طول تير متغير است. در 

σوسط تير كه لنگر ماكزيمم است، تنش فشاري برابر است با  ൌ
ቀܯ

2ܽ

3
ቁ

ܫ
ൌ

ቀ
ܮܲ

4
ቁቀ

2ܽ

3
ቁ

ܽ4

36

ൌ
ܮ6ܲ

ܽ3
ولي در ابتدا و انتهاي تير برابر صفر است.  

  جه به اينكه تغييرات لنگر به صورت خطي مي باشد، مي توان براي محاسبه تغيير طول تار از تنش ميانگين استفاده كرد:با تو

ܮ∆ ൌ
ܮ௩ߪ

ܧ
ൌ
ቀ
1
2
ܮ6ܲ
ܽଷ

ቁ ܮ

ܧ
ൌ
ଶܮ3ܲ

ଷܽܧ
 

 
 

  93سراسري 
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  84 سراسري

 

  
  87سراسري 

  
σدر حالت اول:    

ଵ
ൌ

ୖ

ୖయ୲
  

σدر حالت دوم: 
ଶ
ൌ

ୖ

ଶୖయ୲
  

σ
ଵ

σ
ଶ

ൌ 2 

  
  84ري سراس
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  88سراسري

 

 

ᇱܫ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
ܽ ൈ ቆ

ܽ√3
2
ቇ

ଷ

36

ی

ۋ
ۊ

ᇱ

ൌ ቆ
√3ܽସ

96
ቇ

ᇱ

ൌ
√3ܽଷ

24
ሺܽሻᇱ ൌ

√3ܽଷ

24
൫2√3ݐ൯ ൌ

ܽଷݐ

4
 

∆ൌ
ଷܮܲ

ܫܧ3
ൌ
ܲሺ6ܽሻଷ

ܧ3
ܽଷݐ
4

ൌ 288
ܲ

ݐܧ
 

  92آزاد 

  
  4گزينه 

  لنگر خمشي در تير ها برابر است با:

ଵܯ ൌ
ଶ݈ݓ

12

ଶܯ ൌ
ܮܲ

2

 

  و تنش خمشي برابر است با:

ଵߪ ൌ
ଵܯ6

ܽଷ
ൌ
ଶ݈ݓ

2ܽଷ

ଶߪ ൌ

ଶܯ ቆ
ܽ√2
2
ቇ

ܽସ

12

ൌ
ܮ2ܲ√3

ܽଷ
ۙ
ۖۖ

ۘ

ۖۖ

ۗ

					→ 					 ଵߪ ൌ ଶߪ 						→ ݓ								 ൌ
6√2ܲ

݈
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  88سراسري

 

  
  
  

  88آزاد 

  
௫ܯ
ି ൌ ଵܲܮ

௫ܯ
ା ൌ 0
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  86سراسري

 

 

  
  
  

  80 سراسريتمرين: 

 

߬௪ ൌ
௪ܴܶ
ߨ
2
ܴସ

ൌ
2 ௪ܶ

ଷܴߨ

௪ߪ ൌ
௪ܴܯ
ߨ
4
ܴସ

ൌ
௪ܯ4

ଷܴߨ

߬௪ ൌ ௪ߪ0.6 ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

→ ௪ܶ ൌ?ܯ௪  

  82سراسري تمرين: 

  
 1گزينه 
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  84سري سراتمرين: 

 

         منظور از تير ساده همان تير دوسر مفصل است و تحت اثر وزن خود يعني بار گسترده يكنواخت داريم:
  را براي هر دو حالت محاسبه مي كنيم: Mمقدار 

  
ߪگام بعدي محاسبه تنش مي باشد: از آنجا كه شكل مقطع براي هر دو حالت يكسان است، در رابطه  ൌ

ܿܯ

ܫ
براي هر دو  Iو  cمقادير  

σೌمقطع يكسان است و داريم:                 
σೞ
ൌ

ெೌ

ெೞ
ൌ

ଵ

ଷ
  

  
  87سراسريتمرين: 
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  83ري سراستمرين: 

 

 
  90آزاد 
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  94سراسري 

 
 4 گزينه

  با توجه به اينكه مدول الاستيسيته ثابت است، نسبت كرنش ها با نسبت تنشها برابر است:

ε


ε


ൌ
σ


σ


ൌ
ቀ
ܯ6

2ܾ ൈ ݄ଶ
ቁ

ቀ
ܯ6

ܾ ൈ ݄ଶ
ቁ
ൌ

ܯ

ܯ2
ൌ 1 

 
 

  90آزاد 
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  95دكتري 

 
  3گزينه 

  از تكيه گاه برابر است با: xتنش خمشي در فاصله 

ܯ ൌ 					ݔܲ → ߪ							 ൌ
ܯ6

ܾ݄ଶ
ൌ

6ሺܲݔሻ

ܾ ቀ݄ 
ݔ2
ܮ
݄ቁ

ଶ	 

 براي يافتن تنش حداكثر بايد از آن مشتق گرفته و برابر صفر قرار دهيم:

൮
6ሺܲݔሻ

ܾ ቀ݄ 
ݔ2
ܮ
݄ቁ

ଶ൲

ᇱ

ൌ 0									 → 			൮
ݔ

ቀ1 
ݔ2
ܮ
ቁ
ଶ൲

ᇱ

ൌ 0				 → 			1 ൈ ൬1 
ݔ2

ܮ
൰
ଶ

െ 2 ൈ
2

ܮ
ൈ ൬1 

ݔ2

ܮ
൰ ݔ ൌ 0	 

→					 ൬1 
ݔ2

ܮ
൰ െ

ݔ4

ܮ
ൌ 0									 → ݔ ൌ

ܮ

2
 

  مقدار تنش بدست مي آيد: xپس از يافتن 

→ ߪ	 ൌ
ܯ6

ܾ݄ଶ
ൌ

6ሺܲݔሻ

ܾ ቀ݄ 
ݔ2
ܮ
݄ቁ

ଶ ൌ
ܮ3ܲ

ܾሺ2݄ሻଶ
ൌ
3

4

ܮܲ

ܾ݄ଶ
 

 

  
  

  ظرفيت خمشي-13-1
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  87سراسري

 

  
  86سراسري
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  تير بر روي بستر صلب-13-2

 
محاسبه كرده و مساوي صفر قرار  Aدر هر نقطه اي كه انحنا صفر شود، لنگر داخلي نيز صفر خواهد بود. بنابراين لنگر داخلي را در نقطه 

  برابر صفر است. A) نقطه θمي دهيم. از طرفي به علت مماس شدن تير بر بستر صلب زيرين دوران (

درنظر گرفته و سپس لنگر در تكيه گاه مجازي را  Aيك تكيه گاه گيردار در نقطه  روش حل: در تير فوق به صورت 
  محاسبه و برابر صفر قرار مي دهيم.

  
  
  

  88سراسري

  

 
  

  94سراسري 

 
ݍوزن واحد طول تير برابر است با:  ൌ

ଵ଼	

ଵଶ	
ൌ 15




 

  متري از تير لنگر صفر خواهد بود (چون انحنا صفر مي شود): 4در انتهاي 
  

ସܯ ൌ ܯ െ
ଶܮݍ

2
ൌ 0													 → ܯ										 െ

15 ൈ 4ଶ

2
ൌ 0											 → ܯ										 ൌ 120	݇݃.݉ 
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 88سراسري 

  
  

ܯ ൌ ܮܲ െ
.ଷమ

ଶ
ൌ 0 → ܲ ൌ  ܮ0.015

0.1 ൈ 10ିଷ ൌ
ଷܮܲ

3 ൈ 200
െ
003 ൈ ସܮ

8 ൈ 200
→ 0.1 ൈ 10ିଷ ൌ

ସܮ0.015

3 ൈ 200
െ
003 ൈ ସܮ

8 ൈ 200
→ ܮ ൌ 2݉ 

 
  95دكتري 

 
  2گزينه 

با توجه به تقارن، حركت ميله صلب يكنواخت و متقارن خواهد بود و درنتيجه با توجه به ثابت بودن سختي زمين، فشار يكنواخت در زير 
 خواهيم داشت:تير 

  
 خمش حداكثر در محل برش صفر رخ مي دهد:

ܸ ൌ 0				 → 5 െ ݔ2 ൌ 0					 → ݔ				 ൌ 2.5					 → ௫ܯ												 ൌ ݔ5 െ
ଶݔݍ

2
ൌ 5 ൈ 2.5 െ 2 ൈ

2.5ଶ

2
ൌ 6.25 

  
 
 
 
 
 
 
 
 



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       144

  سهم لنگر-13-3
 
 
 
  
  
  

  90آزاد 

 

  
  91آزاد 

  
  2گزينه 

برابر با نسبت ممان اينرسي قسمت دايره اي به ممان لنگر به نسبت ممان اينرسي هر قسمت تحمل مي شود و سهم قسمت دايره اي 
  اينرسي كل مقطع است. بنابراين بايد ممان اينرسي دايره و اعضاي مورب را محاسبه كنيم:

ܫ ൌ  ݐଷܴߨ
௧در محاسبه ممان اينرسي اعضاي مايل، ضخامت معادل برابر 

ሺୱ୧୬ ሻ
2ܴو ارتفاع معادل برابر   ൈ   مي باشد: 60݊݅ݏ

ܫ ൌ 2 ൈ
ݐ ൈ ሺ2ܴሻଷ ൈ ሺcos 30ሻଶ

12
ൌ  ଷܴݐ

  هم لنگر دايره برابر خواهد بود با:

ܯ ൌ
ݐଷܴߨ

ݐଷܴߨ  ଷܴݐ
ൌ

ߨ

ߨ  1
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  89آزاد

  
  2گزينه 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  91آزاد 

  
  4گزينه 

  مقدار نيروي وارد شده بر قسمتي خاص از يك مقطع تحت اثر خمش از رابطه زير محاسبه مي شود:

ܨ ൌ
ܳܯ

ܫ
ൌ
ܯ ൬

ଶܴߨ

2 ൈ
4ܴ
൰ߨ3

ሺ3ܴሻସ

12

ൌ
8

81

ܯ

ܴ
	 

  
  86آزاد 

  

൬
EI

L
൰
ଵ
ൌ
Eଵ
bhଷ

48
L

ൌ
ሺ3Eଶሻ

bhଷ

48
L

൬
EI

L
൰
ଶ
ൌ
Eଶ
2bhଷ

48
L ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

→
ቀ
EI
L
ቁ
ଵ

ቀ
EI
L
ቁ
ଶ

ൌ
3

2
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  93سراسري 

  
  
  
  
  
  
  

  84سراسري تمرين: 

  

  
  
  

  84سراسري تمرين: 
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  93تمرين: آزاد 

  
  
  
  
  
  
  

  خمش دو محوره -13-4

  :محور هاي اصلي ممان اينرسي مقاطع
  
  
  
  
  
  

  باشد: max= IminIاگر 
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  82سراسري 

 

  
  84ي سراسر
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خنثي بر محور خمش منطبق خواهد بود در غير اين صورت محور خنثي از  اگر لنگر در راستاي يكي از محورهاي اصلي وارد شود، تار
  محور خمش كمي منحرف شده و به سمت محور ضعيف تر متمايل مي شود:

                                             
 

 
 
 
  
  
  
  
  
  
  

  85آزاد

  

௫ߪ ൌ ௫ܫ ൌ 200
௬ߪ ൌ ௬ܫ ൌ 200

ߪ ൌ ܫ ൌ 150	                       
 

→ ௫ߪ  ௬ߪ ൌ ߪ  ௫ߪ 				→ 				200  200 ൌ 150?							→ 				 ൜
ߪ ൌ 150
௫ߪ ൌ 250

 

 
→ ௫ߪ ൈ ௬ߪ െ ߬௫௬

ଶ ൌ ߪ ൈ ௫ߪ 				→ 				200 ൈ 200 െ ߬௫௬
ଶ ൌ 150 ൈ 250							 → 			 ௫௬ܫ ൌ ߬௫௬ ൌ േ50 
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  دكتري -92سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دكتري -91سراسري 

  
  

  94دكتري 

  
  1گزينه 
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  87سراسري

 

  

I ൌ πRଷt  2ቌ
t ቀ
a
2
ቁ
ଷ

12
Cosଶ 30  ൬

at

2
൰ ൈ ቆ

3a

4

√3

2
	ቇ

ଶ

ቍ ൌ πtܽଷ  2ቆ
tܽଷ

128
	

27tܽଷ

128
ቇ ൌ πtܽଷ 

7

16
tܽଷ

ൌ 3.57tܽଷ 

ߪ ൌ
ܿܯ

ܫ
ൌ

ܽܯ

3.57tܽଷ
ൌ
ܯ0.28

tܽଶ
 

  پاسخ در گزينه ها نيست.
  

  تركيب خمش با نيروي محوري-13-5
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  90سراسري 

 

  
                89سراسري
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  89آزاد

 
  4گزينه 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  81سراسري 
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  92آزاد 

  
  3گزينه 

  ستون تحت اثر فشار و خمش قرار دارد:
ܰ ൌ 3ܲ
ܯ ൌ ܮܲ

ቅ → ߪ							 ൌ
ܰ

ܣ

ܴܯ

ܫ
ൌ

3ܲ

ଶܴߨ

ܴܮܲ

ସܴߨ

4

ൌ
3ܲ

ଶܴߨ

20ܲ

ଶܴߨ
ൌ
23ܲ

ଶܴߨ
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  خمش دو محوره همراه با نيروي محوري-13-6

  
  85آزاد 

 

  
  83سراسري تمرين: 
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  85آزاد 

  
  

كرنش ناشي از خمش در مركز سطح صفر است (تار خنثي از مركز مي گذرد). بنابراين مقدار كرنش در وسط تنها ناشي از نيروي محوري خواهد 
  بود:

ε௧ ൌ εு 
ε െ εு

3
ൌ 200 

300

3
ൌ 300μm 

σ௧ ൌ Eε௧ ൌ 2 ൈ 10 ൈ ሺ300 ൈ 10ିሻ ൌ 600
kg

cmଶ
 

ܲ ൌ σ௧ ൈ A ൌ 600 ൈ ൬
15 ൈ 10

2
൰ ൌ 45000	kg ൌ 45	ton 
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  :78سراسري 
  در چه راستايي وارد شود تا تنش خمشي ماكزيمم شود؟ Mدر يك مقطع لنگر 

  
  
  

  
  
  
  
  
  

  90سراسري 

  
  :در راستاي قطر وارد شود M=300Pبدترين حالت بارگذاري: 

  
௫ܯ ൌ

1

√5
ܯ

௬ܯ ൌ
2

√5
ܯ
ۙ
ۘ

ۗ

→

௫ܯ ൌ
300ܲ

√5

௬ܯ ൌ
600ܲ

√5

 

ߪ ൌ
௫ܯ ൈ 10

10 ൈ 20ଷ

12


௬ܯ ൈ 5

20 ൈ 10ଷ

12

ൌ
௫ܯ3

2000

௬ܯ3

1000
ൌ

9ܲ

20√5


18ܲ

10√5
ൌ ܲ ൬

45

20√5
൰ 

ܲ ൬
45

20√5
൰  200 → ܲ  198.76 
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  92سراسري 

  
  دارد:تير تحت اثر تركيبي از لنگر و نيروي محوري قرار 

ܲ ൌ ܰ	ݍ5

௫ܯ ൌ
ଶܮݍ

8
 ݍ5 ൈ

݄

2
ൌ
ݍ ൈ 4ଶ

8
 ݍ5 ൈ 0.1 ൌ ݉.ܰ	ݍ2.5

௬ܯ ൌ ݍ5 ൈ
ܾ

2
ൌ ݍ5 ൈ 0.05 ൌ ݉.ܰ	ݍ25. ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

→ ߪ ൌ
ܲ

ܣ

௫ܯ6

ܾ݄ଶ

௬ܯ6

ܾଶ݄
 

 

ߪ ൌ
ݍ5

0.1 ൈ 0.2
 6

2.5

0.1 ൈ 0.2ଶ
 6

0.25

0.1ଶ ൈ 0.2
ൌ ݍ250  ݍ3750  ݍ750 ൌ 	ݍ4750

ܰ

݉ଶ

ൌ ݍ4.750 ൈ 10ିଷ 	
ܰ

݉݉ଶ
 

 

ߪ ൏ 250 → ݍ4.750 ൈ 10െ3 ൏ 250 → ݍ ൏ 52.632
ܰ

݉݉
→ ݍ ൏ 52632

ܰ

݉
 

 پاسخ در گزينه ها نيست.
 

 تمرين: آزاد 93
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  تركيب خمش و پيچش-13-7

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  85سراسري
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  85سراسري

  

  
  مقاطع مركب-13-8
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  دكتري -91سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  92آزاد 

  
  با:. مقطع تبديل يافته به صورت زير خواهد بود و تنشها برابرند 4گزينه 

ଵߪ ൌ
ெబ

ೌൈሺమೌሻయ

భమ

ൌ
ଷ

ଶ

ெబ

య

ଶߪ ൌ 3 ൈ
ெబቀ

ೌ

మ
ቁ

ೌൈሺమೌሻయ

భమ

ൌ
ଽ

ସ

ெబ

య
 

ଽبنابراين تنش ماكزيمم برابر 

ସ

ெబ

య
  مي باشد. 
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  83سراسري 

  

 

ቀߪ
௧

ቁ
ଵ
ൌ
ܯ ቀ4݄ െ

17݄
10

ቁ

ܫ

ቀߪ
௧

ቁ
ଶ
ൌ 3

ܯ ቀ3݄ െ
17݄
10

ቁ

ܫ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

كشش	حداكثرߪ ൌ
39

10

݄ܯ

ܫ
فشاريߪ					 ൌ 3

ܯ ቀ
17݄
10

ቁ

ܫ
ൌ
51

10

݄ܯ

ܫ
									

كششߪ

فشاريߪ
ൌ
39

51
ൌ 0.76												 

 
  
  
  
  
  
  
  

  81سراسري 

 

ܫ ൌ
ሺଷሻర

ଵଶ


ሺଶሻర

ଵଶ
ൌ

ଽ

ଵଶ
ܽସ

ଵߪ ൌ 2 ቀ
ெൈ

ூ
ቁ ൌ

ଶସெ

ଽయ

ଶߪ ൌ
ெൈଵ.ହ

ூ
ൌ

ଵ଼ெ

ଽయ

ቑ → 	تنش	در	1	بيشتر	از	2	است → ܯ ൌ
ଽయఙభ

ଶସ
 

  پاسخ در گزينه ها نيست.
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  82سراسري 

 
ൌ∆با توجه به روابطي مانند 

య

ଷாூ
حالت محاسبه كرده و مقايسه  دو رمقطع را دمعادل رابطه عكس دارد. بنابراين بايد ممان اينرسي  EI، خيز با 

  كنيد:

∆ଶ
∆ଵ

ൌ

ܫ ൮ ൲

ܫ ൮ ൲

 

 ابتدا بايد مركز سطح مقطع معادل را محاسبه كنيم: I2براي محاسبه 

 
 

ଵܫ ൌ
ܽሺ2ܽሻଷ

12
ൌ
2ܽସ

3 ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

∆ଶ
∆ଵ

ൌ
ቀ
2
3
ቁ

ቀ
26
27
ቁ
ൌ

9

13
ൌ 0.692 

  90آزاد 
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  90سراسري تمرين: 

 

فولادߪ ൌ 2ቆ
ெ


మ

ூ
ቇ

برنجߪ ൌ
ெൈቀ



మ
ାఉቁ

ூ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

2ቆ
ெ


మ

ூ
ቇ ൌ

ெൈቀ


మ
ାఉቁ

ூ
→ ߚ ൌ

ଵ

ଶ
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  96دكتري 

 
  4گزينه 

 ثابت است): Eقسمت مياني سختي كمي دارد. شكل زير مقطع مركب را پس از معادل سازي نشان ميدهد (پس از معادل سازي در كل مقطع 

 از يك مستطيل كامل، مستطيل داخلي را كم كرد:براي محاسبه ممان اينرسي مي توان 

  

ଵܫ ൌ
ܾ݄ଷ

12
െ

ܾ
2
ቀ
݄
2
ቁ
ଷ

12
ൌ
15

16
ൈ
ܾ݄ଷ

12
					→ 							 ଵܵ ൌ

ଵܫ

ቀ
݄
2
ቁ
ൌ
15

16
ൈ
ܾ݄ଶ

6
 

  
 

 ) يكنواخت باشد:Eاگر مدول مقطع (

 

ଶܫ ൌ
ܾ݄ଷ

12
					→ 							 ܵଶ ൌ

ଶܫ

ቀ
݄
2
ቁ
ൌ
ܾ݄ଶ

6
 

  
 

ଵܵ

ܵଶ
ൌ
15

16
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  شعاع انحنا-13-9

  
  

  96دكتري 

 
  3گزينه 

ܻ ൌ
ଶܮ ൈ

ܮ
2  6 ൬

ଶܮ

2 ൈ
ܮ
3൰

ଶܮ  6 ൬
ଶܮ

2 ൰
ൌ
3

8
																	ܮ → 							 ௧ܻ ൌ

5

8
 ܮ

دورتر باشد، كرنش بيشتري دارد. با توجه به مثبت بودن  تار خنثيحركت (و كرنش تارها) بستگي به فاصله آنها از تار خنثي دارد. هر نقطه اي كه از 
  خمش، تارهاي پايين تحت كشش خواهند بود:

εكششي

فشاريߝ
ൌ

ܻ௧

௧ܻ
ൌ
3

5
 

  3در مقطع معادل مساحت قسمت هايي كهE :هستند، سه برابر شده است  
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  92آزاد 

  
تغيير شكل سازه تنها در نقاطي كه مقدار لنگر در طول تير ثابت باشد، به صورت كماني از دايره خواهد بود. دياگرام لنگر در  :3گزينه 

  خمش ثابت ( و برش صفر) داريم. CMر تنها در عضو نقاطي ثابت است كه برش در آن عضو صفر باشد. با توجه به شكل زي

  
 
 

  87 آزاد

  
و تغييرشكل به صورتي از كمان دايره خواهد بود.  دياگرام لنگر نيز به صورت زير  جا كه لنگر ثابت باشد، شعاع انحنا نيز ثابت خواهد بود هر: 4گزينه 
   است:

  
  صفر است و بنابراين برش در كل طول تير صفر خواهد بود.  Aدقت شود كه لنگر در نقاطي ثابت است كه بر صفر باشد. عكس العمل تكيه گاه 

 
  83آزاد 

  

  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       168

  84سراسري 

  

  
  اين دياگرام مربوط به يك بار متمركز در انتهاي تير است. و
  
  

  88سراسري

 
  ايجاد مي شود:انحناي حداكثر در محل لنگر حداكثر 

  
∆ൌ

3ܮܲ

ܫܧ3
→
3ܮܲ

ܫܧ3
ൌ ܮ0.01 →

ܮܲ

ܫܧ
ൌ
0.03

ܮ
→
1

ܴ
ൌ
0.03

ܮ
 

  89سراسري 

  
ܯبرابر  Bايجاد نماييم و براي اين كار بايد لنگر ايجاد شده در  –R1ما انحناي  Bاست. پس بايد در نقطه  R1انحنا اوليه  شعاع ൌ െ

ாூ

ோభ
 

  باشد.

  
  
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       169

  89سراسري 

  
  محور افقي مربع است نه حول قطر آن:دقت شود كه خمش حول 

  
 
 
 

  95دكتري 

  
  شعاع انحنا از رابطه زير بدست مي آيد:

1

ρ
ൌ
ܯ

ܫܧ
 

  ) مشابه مي باشد، براي يكسان شدن شعاع انحنا بايد ممان اينرسي دو مقطع برابر باشد:Mبا توجه به اينكه بارگذاري (و در نتيجه 
ρூ ൌ ρூூ 									→ 					 ூܫ ൌ  ூூܫ

  

ଵܫ ൌ 4ቆ
ଵܴߨ

ସ

4
 ଵܴߨ

ଶ ൈ ܴଵ
ଶቇ

ଶܫ ൌ 4ሺܴߨଶ
ଷݐ  ݐଶܴߨ2 ൈ ܴଶ

ଶሻ

ቑ								ܫூ ൌ ூூܫ 									→ 							5ܴଵ
ସ ൌ 12ܴଶ

ଷݐ								
௧ୀ
ோమ
ଵ

ሱۛ ሮ 								5ܴଵ
ସ ൌ 1.2ܴଶ

ସ			 

 

→
ܴଶ
ܴଵ

ൌ ඨ
5

1.2

ర

ൌ ඨ
25

6

ర
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  89آزاد

 
 
 
  
  
  

  88آزاد 

  

  
  
  
  

  85سراسري
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 93سراسري 

 
  2گزينه 

  وارد شده دارند.  "لنگر"بستگي به  "شعاع انحنا"، "كرنش"، "تنش خمشي"تمامي پارامترهاي 
 

  :"تنش خمشي"و  "لنگر"رابطه بين 
ߪ
௧
ൌ
ଵܿܯ
ܫ

ߪ

ൌ
ଶܿܯ
ܫ

 

 
  در حالت بهينه مقطع تحت كشش و فشار همزمان خراب مي شود:

ߪ
௧
ൌ ߪ2


													→ 														

ଵܿܯ
ܫ

ൌ 2
ଶܿܯ
ܫ
																		→ 																			 ܿଵ ൌ 2ܿଶ 

 
  :"كرنش"و  "شعاع انحنا"و  "لنگر"رابطه بين 

1

R
ൌ
ܯ

ܫܧ

ε୲୭୮ ൌ
ߪ

ܧ
ൌ
ଵܿܯ
ܫܧ

ൢ
1

ܴ
ൌ
ε୲୭୮

ܿଵ
										→ 				

1

100
ൌ
0.0025

ܿଵ
												→ 						 ܿଵ ൌ 0.25	݉ ൌ 25ܿ݉ 

  
ܿଵ ൌ 2ܿଶ 							→ 				 ൜

ܿଵ ൌ 25ܿ݉
ܿଶ ൌ 12.5ܿ݉

											→ 					݄ ൌ ܿଵ  ܿଶ ൌ 37.5ܿ݉ 
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  91آزاد 

  
  3گزينه 

  در نظر گيريم: yبرابر را اگر فاصله تار بالايي از تار خنثي 
1

ܴ
ൌ

1

300
ൌ
ܯ

ܫܧ

ε୲୭୮ ൌ
ߪ

ܧ
ൌ
ݕܯ

ܫܧ
ൌ 0.0002

ൢ → ݕ ൌ 300 ൈ 0.0002 ൌ 0.06	݉ ൌ 6ܿ݉ 

با توجه به اينكه تنش مجاز كششي دو برابر تنش مجاز فشاري مي باشد. جهت بهينه شدن بايد ارتفاع كششي دو برابر ارتفاع فشاري 
  كششي) 12cmفشاري و  6cmخواهد بود ( 18cmباشد. در اين صورت ارتفاع كل مقطع 

  
 
 
 
  
  

  83تمرين: سراسري 
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  در يك امتداد قرار گيرند؟ C، و A ،Bچقدر باشد تا نقاط  Mمقدار  مثال:

  
  86آزاد 
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  86آزاد 

 
  
  
 

  آناليز ابعادي-13-10
  88آزاد 
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  85آزاد 

  

  
  84آزاد 

  

  
  89آزاد

  
  
 
  

  89آزاد
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  94سراسري 
 

  
  2گزينه 

  با استفاده از آناليز ابعادي:

σ ൌ
ܿܯ

ܫ
ൌ

ܿܮܲ

ܫ
ൌ

ܮܲ

ܾ݄ଶ
 

P  وابسته به وزن بوده و در نقطهA  نسبت به نقطهD  برابر افزايش دارد. 4به اندازه  
L دو برابر شده است  
B همان ضخامت بوده و تغيير نكرده است  
h .نيز دو برابر شده است  

ସൈଶبنابراين تنش 

ଵൈଶమ
ൌ  مي شود. 2
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  هسته خمش-13-11
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  88آزاد 

  

  
  

   دكتري -92سراسري 
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  96دكتري 

 
  1گزينه 

ߪ ൌ
ܿܯ

ܫ
െ
ܲ

ܣ

ܫ ൌ

ܽ ൈ ቆ
ܽ√3
2
ቇ

ଷ

36
ൌ
√3ܽସ

96

ܣ ൌ

ܽ ൈ ቆ
ܽ√3
2
ቇ

2
ൌ
√3ܽଶ

4 ۙ
ۖ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۖ
ۗ

ߪ ൌ

ሺܲ݁ሻ ቆ
ܽ√3
6
ቇ

ቆ
√3ܽସ

96
ቇ

െ
ܲ

ቆ
√3ܽଶ

4
ቇ

ൌ 0						 → 				݁ ൌ
ܽ

൫4√3൯
					→ ضلع	هسته ൌ √3݁ ൌ

ܽ

4
 

  
  

  87سراسري 
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  لنگر پلاستيك-13-12

 
  تنشهاي ناشي از لنگر پلاستيك در مقطع ذوزنقه:

 
  94دكتري 

  
ܯ ൌ ቀσ

௬
ൈ ܾ ൈ ቁ	ݐ ሺ݄ െ ሻݐ  ൬σ

௬
ൈ
ܾ ൈ ݕ
2

൰ ൬
4

3
൰ݕ ൌ σ

௬
ܾ ቆ݄ݐ െ ଶݐ 

ݕ2
ଶ

3
ቇ		 

௧ୀ


ଶ
ି௬బ

ሱۛ ۛۛ ሮۛ								ൌ σ
௬
ܾ ቆ݄ ൬

݄

2
െ ൰ݕ െ ൬

݄

2
െ ൰ݕ

ଶ


ݕ2

ଶ

3
ቇ 

ൌ σ
௬
ܾ ቆ

݄ଶ

4
െ
ݕ
ଶ

3
ቇ 
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  94دكتري 

 
  4گزينه 
ߪيعني وقتي اولين تنش در نقطه اي از تير به  مربوط به شروع تسليم است. ࢟ࡼ

௬
مي رسد. در سازه فوق لنگر در وسط تير و  

 انتهاي ان حداكثر مي باشد:

 

 
  بار تسليم برابر است با:

ܮܲ

8
൏ ௬ܯ 					→ ௬ܲ ൌ 8

௬ܯ

ܮ
 

يعني وقتي تير تبديل به مكانيزم شده است. براي يافتن اين بار مي توان از روش كار مجازي  است.مربوط به تسليم كامل  ࢛ࡼ
 استفاده كرد:

௨ܲ

ܮߠ

2
ൌ 2൫ܯ ൈ ൯ߠ ܯ ൈ 						ߠ2 → 							 ௨ܲ ൌ

ܯ8

ܮ
 

 
௨ܲ

௬ܲ
ൌ 8

ܯ

௬ܯ
 

ߪ						௬ߪ ൌ? 
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  95دكتري 

 
  4گزينه 

  هنگام باربرداري رفتار مقطع خطي خواهد بود:

  
  به صورت زير بدست مي آيد: ߪدر شكل فوق مقدار 

௬ߪ ൌ
ܯ

ܼ
ൌ

ܯ

൬
ܾ݄ଶ

4 ൰

ߪ	 ൌ
െܯ

ܵ
ൌ 	

െܯ

൬
ܾ݄ଶ

6 ൰ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ߪ							 ൌ െ1.5ߪ௬						 
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  95دكتري 

 
4گزينه   

 مقاومت (تسليم) هر ميله را محاسبه كنيم:ابتدا بايد 

  
ெܲே ൌ ோܲௌ ൌ 250 ൈ 100 ൌ 25	݇ܰ	 

ிܲீ ൌ ுܲ ൌ ܲ ൌ 500 ൈ 100 ൌ 50	݇ܰ	 
 
 
  
௬ܲ  همزمان به تسليم نمي رسند.  تسليم است. ميله ها "شروع"دهنده نشان  

 روي وارد بر آنها را بيابيم:بايد ني

  (در ناحيه خطي) بنابراين نيرو به نسبت سختي بين اعضا تقسيم مي شود
  به راحتي مي توان نيروي وارد بر اعضا را بدست آورد و با مقاومت انها 
  مقايسه كرد (شكل مقابل) 

  كه موجب Pبا توجه به شكل مقاومت شروع تسليم (كمترين مقدار 
  برابر است با: شروع تسليم مي شود) 

		 ௬ܲ ൌ 112.5	݇ܰ		 
 

 :جموع مقاومت تسليم آنها نشان دهنده مقاومت نهايي سيستم خواهد بود، مپس از تسليم تمامي ميله ها

  
௨ܲ ൌ 25  50  50  50  25 ൌ 200	݇ܰ		 
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  ار گذاري عرضي (برش)ب-14

  تنش برشي در مقطع توپر-14-1

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  88آزاد 
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  87سراسري تمرين: 

  

σ௫ ൌ
൬

౧ైమ

ఴ
൰

ୠ୦మ

τ௫ ൌ
ଵ.ହቀ

౧ై

మ
ቁ

ୠ୦

σ௫ ൌ 10τ௫

ۙ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۗ

→
൬

౧ైమ

ఴ
൰

ୠ୦మ
ൌ 10 ൈ

ଵ.ହቀ
౧ై

మ
ቁ

ୠ୦
→



୦
ൌ 10 

  
  دكتري -92سراسري 

  
  
  
  
  
  
  

  88سراسري 
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  91آزاد 

  
  3گزينه 

  از آنجا گفته شده كه تنها اثرات نيروي برشي درنظر گرفته شود، نيازي به محاسبه لنگر نيست.
ܸبرابر  Bبرش در نقطه  ൌ ቀ

ൈൈ

ଶ
ቁ ߛ ൌ

ఊ

ଶ
ܸبرابر  Aمي باشد. و برش در نقطه   ൌ ቀ

ଶൈൈଶ

ଶ
ቁ ߛ ൌ   مي باشد. ߛ2݄ܾܽ

  بنابراين نسبت تنش هاي برشي در اين دو نقطه برابر است با:
  

߬
߬

ൌ
൬
1.5 ܸ

ܾሺ2݄ሻ
൰

൬
1.5 ܸ

ܾሺ݄ሻ
൰
ൌ

ܸ

2 ܸ
ൌ 2 
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  91آزاد 

 
  1گزينه 

  تيغه ها متصل هستند: حالتي كهدر 
  

σ
ଵ
ൌ
ܯ6

ܾଷ

6ሺ2ܯሻ

ܾଷ
ൌ
ܯ18

ܾଷ
 

  تيغه ها متصل نيستند: حالتي كهدر 

σ
ଶ
ൌ
6 ቀ
ܯ
4
ቁ

ܾ ቀ
ܾ
4
ቁ
ଶ 

6 ቀ
ܯ2
4
ቁ

ܾଶ ቀ
ܾ
4
ቁ
ൌ
ܯ36

ܾଷ
 

  بنابراين نسبت تنش برابر است با:
σ
ଵ

σ
ଶ

ൌ
18

36
ൌ
1

2
 

  
  

  85آزاد 
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  91آزاد 

  
  4گزينه 

ܯلنگر تيكه گاه گيردار با استفاده از روش شيب افت برابر  ൌ
௪మ

଼
مي باشد. و بنابراين با استفاده از روابط استاتيكي، عكس العمل تكيه  

خواهد بود. و در نتيجه برش حداكثر در تير برابر 5wL/8RV=و عكس العمل برشي تيكه گاه گيردار برابر  3wL/8LV=گاه مفصلي برابر 
  مي باشد.و در نتيجه: 5qL/8با 

߬ ൌ
1.5ܸ

ܽ2
ൌ
ܮݓ15

16ܽ2
 ݈݈߬ܽ → ݓ 

16ܽ2

ܮ15
݈݈߬ܽ 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  87سراسري 

  
 :4گزينه 
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  94سراسري 

  
  
  
  
  
  
  

  83سراسري تمرين: 

 

  

  جريان برش در مقاطع جدارنازك-14-2
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  86سراسري

  
 2گزينه 

  
  
  

  85سراسري 

  
 2گزينه 

  
  
  
  

  92آزاد 

   
  در زائده داخلي صفر بوده و تنش در آن نيز صفر است. Q. دقت شود كه مقدار 3گزينه 
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  در چه نقاطي از مقاطع جدار نازك تنش برشي ناشي از برش صفر است؟

         
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  83سراسري 

 
  2گزينه 

  
  

  90آزاد
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  87آزاد 

  
  3گزينه 

  81سراسري تمرين: 

 

  
  
  

  86آزاد 

  
 3گزينه 
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  مقاطع جدارنازكتنش در -14-3

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  84سراسري 
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  39سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
  84راسري س
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  87سراسري 

 

  
  
  
  

  92آزاد 

  
  خواهد بود و تنش برشي در جان تير برابر خواهد بود با: P:     با توجه به تقارن، برش در هر دو تير برابر 3گزينه 

τ ൌ
ܸܳ

ݐܫ
ൌ
ܲ ቀܽݐ ൈ

ܽ
2
ቁ

ሻݐሺ2ܫ
ൌ
ܲܽଶ

ܫ4
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  90سراسري 

  

  
  88سراسري 

  

τ ൌ
ொ

ூ௧
ൌ

ଶൈሺൈଵൈሻ

൬ଶൈ
భൈమబయ

భమ
൰ൈଵ

ൌ 630


మ
 

  92سراسري 

 
  2گزينه 

߬
ଵ
ൌ

ܸܳ

ሻݐሺ2ܫ

߬
ଶ
ൌ
ܸܳ

ሻݐሺܫ ۙ
ۘ

ۗ

→
߬
ଵ

߬
ଶ

ൌ
1

2
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  89آزاد

  
  1گزينه 

  
  
  
  
  
  
  

  96دكتري 

 
  2گزينه 

ܳ ൌ ൬
ܾ

2
ൈ
݄

4
൰ ൈ

3݄

8
 ൬

ܾ

4
ൈ
݄

4
൰ ൈ

݄

8
ൌ
7ܾ݄ଶ

128
 

ܫ ൌ
ܾ݄ଷ

12
െ
ቀ
ܾ
2
ቁ ቀ
݄
2
ቁ
ଷ

12
ൌ
15

16

ܾ݄ଷ

12
ൌ

5

64
	ܾ݄ଷ 

 

߬ ൌ
ܸܳ

ݐܫ
ൌ

ܸ ൬
7ܾ݄ଶ

128 ൰

ቀ
5
64

ܾ݄ଷቁ ቀ
ܾ
4
ቁ
ൌ
14

5

ܸ

ܾ݄
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  79سراسري تمرين: 

 

  
  87آزاد تمرين: 

  
  4گزينه 

  
  

  80سراسري تمرين: 
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  84سراسري تمرين: 

 

  
  
  

  اتصال با ميخ-14-4
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  85سراسري 

 

 

  
  
  
  
  

  85آزاد 
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  90سراسري 
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  95دكتري 

  
  1گزينه 

  حداكثر برش وارد بر تير برابر است با:

تيرܸ ൌ
݈ݍ

2
ൌ
0.6 ൈ 10

2
ൌ ݊ݐ	3 ൌ 3000	݇݃ 

 .با توجه به اينكه در هر مقطع دو پيچ داريم نصف مقدار فوق توسط هر پيچ تحمل مي شود  
  مقاومت برشي هر پيچ برابر است با:

Fپيچ	مجاز ൌ ߬ܣ௦ ൌ 650 ൈ 2 ൌ 1300	݇݃ 

 
 

  
  

  نيروي وارد بر هر پيچ بايد كمتر از مقاومت مجاز آن باشد:

برشگيرܨ ൌ ൬بارگيرܣ	سطح൰ ൈ ሺ߬ሻ ൌ ሺܵݐሻቌ

ܸ
2
ܳ

ݐܫ
ቍ ൌ ሺܵሻቌ

ܸ
2
ܳ

ܫ
ቍ ൌ ሺܵሻ	ቌ

3000
2

ൈ 3000

9 ൈ 10ସ
ቍ ൏ 26						 → ܵ ൏ 26	ܿ݉ 
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  متغير عرضتنش برشي در مقاطع با -14-5

 

 
  اقتصادي ترين مقطع براي برش، لوزي مي باشد:

 
  92سراسري 

  
  
  
  
  
  
  
  
 
  



2/1396                                                                                                        www.hoseinzadeh.netحسين زاده  

 https://telegram.me/hoseinzadehasl         www.hoseinzadeh.net      بلامانع است"با ذكر منبع"انتشار مطالب اين جزوه       205

  92آزاد 

  
  :?گزينه 

τدر مقطع لوزي تنش برشي حداكثر در محل چسب برابر است با:                   
ଵ
ൌ

൬
ೌమ

మ

ೌ

య
൰

൬ଶ
ೌర

భమ
൰
ൌ



మ
			 

τدر مقطع مستطيلي تنش برشي حداكثر در محل چسب برابر است با:
ଶ
ൌ

ଷ

ଶ




ൌ

ଷ

ଶ



ଶమ
ൌ

ଷ

ସ



మ
			 

 
τ
ଵ

τ
ଶ

ൌ
4

3
 

  
  
  

  81سراسري 

 

  
  خرابي در ميانه مقطع مي باشد. از آنجا كه ضخامت جدار در بالها كمتر است، بايد تنش بالها را هم چك كنيم:مقدار فوق بر اساس تنش 

 V= 
߬ሺூ௧ሻ

ொ
ൌ

ଽ	ሺூሻൈଶ

ଵଶൈଵൈ.ହ
ൌ 58781	݇݃ ൌ  ݊ݐ	58.8

  صحيح است 2بنابراين گزينه 
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                 89سراسري

    
  
  

  89آزاد

  
  

  91آزاد 

 
  3گزينه 

  در دو نقطه نشان داده شده در شكل (مقطع تبديل يافته ) برابر باشد: VQ/Itبراي برابر شدن تنش هاي برشي بايد نسبت 
߬ଵ ൌ

ொ

ூ௧
ൌ

ሺൈଷൈሻ

ூൈଷ
 

߬ଶ ൌ
ଶܧ
ଵܧ
ൈ
ܸܳ

ݐܫ
ൌ
ଶܧ
ଵܧ
ൈ
ܸ ቀܽ ൈ 3ܽ ൈ ܽ 

ଶܧܽ
ଵܧ

ൈ
ܽ
2 ൈ

ܽ
4ቁ

ܫ ൈ
ଶܧܽ
ଵܧ

 

߬ଶ ൌ 5߬ଵ 		→ 					
ቀܽ ൈ 3ܽ ൈ ܽ 

ଶܧܽ
ଵܧ

ൈ
ܽ
2 ൈ

ܽ
4ቁ

ܽ
ൌ 5

ሺܽ ൈ 3ܽ ൈ ܽሻ

3ܽ
 

→					 ൬3 
1

8

ଶܧ
ଵܧ
൰ ൌ 5			 → 		

ଶܧ
ଵܧ

ൌ 16	 
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  مركز برش-14-6
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  91آزاد 
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  91آزاد 

  
  2گزينه 

݁ଵ ൌ
ܳ

ݐܫ2
ൈ ሺܾݐሻ ൈ ݄ ൌ

ሺܾݐሻ ൈ
݄
2

2 ൈ 
݄ଷݐ
12

 ݐ2ܾ ൈ ሺ
݄
2
ሻଶ൨

ൈ ሺܾݐሻ ൈ ݄ ൌ
ܾଶ

݄
3
 2ܾ

݁ଶ ൌ
ܳ

ݐܫ2
ൈ ሺܾݐሻ ൈ ݄ ൌ

ሺܾݐሻ ൈ
݄
2

2 ൈ 
݄ଷݐ
12

 ݐ2ܾ ൈ ሺ
݄
2
ሻଶ൨

ൈ ሺܾݐሻ ൈ ݄ ൌ
ܾଶ

݄
3
 2ܾ

ۙ
ۖ
ۖ
ۘ

ۖ
ۖ
ۗ

→ ݁1 ൌ ݁2 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 مثال:

 را بدست آوريد. ’tو  tباشد رابطه بين  Iاگر مركز برش در  
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  مثال:

  
  
  
  
  
  
  

  95دكتري 

  
ܫ ൌ جانܫ  بالهاܫ ൌ ቆ

ሺ3ܽሻଷݐ

12
ቇ  ቆ2 ൈ ݐܽ ൈ ൬

3

2
ܽ൰

ଶ

 2 ൈ ݐܽ ൈ ቀ
ܽ

2
ቁ
ଶ

ቇ ൌ ቆ
ଷܽݐ9

4
ቇ  ଷܽݐ5 ൌ

29

4
 ଷܽݐ

 
ܯ ൌ 0									→ 2ሺܨଵ ൈ 1.5ܽ  ଶܨ ൈ 0.5ܽ	ሻ ൌ ܸ݁											 → 						݁ ൌ

ଵܽܨ3  ଶܽܨ

ܸ
ൌ
10

29
ܽ ൌ 0.34ܽ 
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  84آزاد 

  
 4گزينه 

  
  

  
  78سراسري 

  
  3گزينه 

  
  83آزاد 

  
  1گزينه 

  
  

  86آزاد 
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  دكتري -92سراسري 

  
  4گزينه 

  در هر سه حالت نيروي از مركز برش عبور مي كند و پيچش نخواهيم داشت.
  
 
 
 
 
 

  تركيب برش، پيچش و خمش-14-7
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  90آزاد 
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  :90سراسري 
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  90آزاد 

  

  
  
  

  سهم برش-14-8
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  83سراسري 

  

ܳ௫ ൌ ݔ50 ൈ ቀ175 െ
௫

ଶ
ቁ

߬௫ ൌ
ொ

ூ௧
ൌ

ൈହ௫ൈቀଵହି
ೣ

మ
ቁ

ூൈହ

ܫ ൌ
ହൈଷହయ

ଵଶ


ଷൈହయ

ଵଶ
ൌ 181770833ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ܸ ൌ  ߬௫ሺ50 ൈ ሻݔ݀ ൌ
ଵହ




ൈହ௫ቀଵହି
ೣ

మ
ቁ

ூൈହ
ൈ ݔ50݀

ଵହ


 

  
 

ܸ ൌ
50ܸ

ܫ
ൈ න ݔ ቀ175 െ

ݔ

2
ቁ݀ݔ

ଵହ



ൌ 0.387ܸ 

  تغيير شكل برشي-14-9

  دكتري -93سراسري 
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 89سراسري 

  
ൌبرشي∆

ܮܲ

௩ܣܩ
ൌ

ܲሺ10݄ሻ

ቀ
ܧ
2.4

ቁ ቀ
5
6
ܾ݄ቁ	

ൌ
28.8ܲ

ܾܧ

ൌخمشي∆
ଷܮܲ

ܫܧ3
ൌ

ܲሺ10݄ሻଷ

3ሺܧሻ ൬
ܾ݄ଷ

12 ൰
	
ൌ
4000ܲ

ܾܧ
ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

ൌكل∆
4028.8ܲ

ܾܧ
 

 

درصد	افزايش ൌ
برشي∆

خمشي∆
ൌ

28.8

4000	
ൌ 0.0072 ൌ %0.72 

  

  مدل سازي با فنر-15
  80سراسري

  

  
  82سراسري
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  81سراسري

  

  
  
 

  89سراسري
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  82سراسري

  

  
  

  83سراسري

  
  83سراسري
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  84سراسري

  

  
 
  89سراسري 
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  89سراسري

  

  
 

    89سراسري 
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  86 سراسري

 

  
  91آزاد 
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  86سراسري

 

  
 
  
  

  90سراسري 

  
  فنر فرض مي كنيم:با توجه به تقارن، هر كدام از ميله ها را يك 
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  85سراسري

 

  
  
  
  

  88 سراسري
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  كمانش-16

  كمانش ستون صلب-16-1

  
  
  
  
  
  
 
 
 

                79سراسري

  

  
  74سراسريتمرين: 
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  كمانش ستون الاستيك-16-2

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  دكتري -92سراسري 

  
  
  
  
  

  85آزاد 
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  81سراسري

  

  
  
  

  82سراسري
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  84سراسري

  

  
 

 86آزاد 

  
 4گزينه 
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  85آزاد 

  
  
  
  
  
 

  84آزاد 

  
  


